VITTORan 





i. BIBLIÔTECA 




NAZIONALE 


B. Prov. 


0 LL» |> 


NAPOLI 


by Coogl : 


9 



Digitized by Google 



Digitized by Google 



COURS 


DE MÉCANIQUE 


L’ÉCOLE POLYTECHNIQUE.. 


■ Digitized by Google 


CET OUVRAGE SE' TROUVE AUSSI : 


A ANGOULÊME 

BORDEAUX. 
BOURGES. . 
LILLE. . . . 


LYON. 


MARSEILLE. 
METZ. . . . 
MONTPELLIER. 
NANCY. . 


NANTES. 


ORLEANS. 
RENNES. . 
ROUEN. . 


STRASBOURG. 


TOULOUSE. 


I- 


chez Perez-Lecler. 

— Chabot et C IC . 

— Chaumas. 

— Vermeil. 

Vanackère. 

Périsse frères. 
Gibkrton et Brun. 
Camoin. 

Warion. 

SÉWALLE. 

G. Grimblot et C". 
Forest. 

Guéraud. 

Gatineau. 

— Verdier. 

— Lf.brument. 

— Treuttfx et Wurtz. 
— M“ Levrault. 

— Derivaux. 

— Drach. 

{ — Gallon. 

* ' \ — Bon et Privât. 


i- 


LEIPZIG chez Michelsen. 

LONDRES — Dulau et C“‘, Soho- 

Square. 

TURIN — Bocca. 

VIENNE — Rohrman. 

MADRID . — A. Poupart et frère. 

ROME — Blegci. 


IMPRIMERIE DE BACHELIER , 
rue du Jardinet , no aa. 


Digitized by Google 


i 


COURS 

DE MÉCANIQUE 


L’ÉCOLE POLYTECHNIQUE; 

Par M DUHAMEL , 

Membre de l'Institut (Academie des Science».) 


U " L- 

PREMIÈRE PARTIE. 




PARIS, 

BACHELIER , IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

i»r l’école polytechnique, du buiieau des longitudes, etc. 
QUAI DES AUGUSTINS, 55. 

18i5. 




Digitized by Google 




Tout exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterait pas , 
comme ci-dessous , la signature du Libraire-Éditeur , sera con- 
trefait. Les mesures nécessaires seront prises pour atteindre , 
conformément h la loi, les fabricants et les débitants de ces 
Exemplaires. 



Digitized b y Google 


t • 


Des occupations multipliées m'ont empêché de 
faire paraître aussitôt que je l’espérais celte seconde 
partie de mon cours de lEcole Polytechnique. Elle 
est à peu près la reproduction exacte de mes leçons; 
cependant certaines théories sy trouvent un peu 
plus développées, et quelquefois même disposées 
dans un ordre différent. 

Ainsi, dans le programme actuel de l’Ecole, la 
Dynamique commence avant que la Statique soit 
complètement terminée. Autrefois, au contraire, on 
achevait entièrement la théorie de l’équilibre avant 
de commencer celle du mouvement : cet ordre m’a 
paru préférable , et c’est celui que j’ai suivi dans cet 
ouvrage. 

J’ai adopté dans mon cours la théorie des couples 
de mon illustre maître, M. Poinsot. Cette concep- 
tion qu’il a introduite depuis longtemps dans la 
Mécanique, et qui a été d’abord repoussée par quel- 
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ques géomètres, a fini par obtenir un assentiment 
unanime, et restera désormais dans l’enseignement 
de cette science. Je me serais même dispensé de 
reproduire ici mes leçons sur la Statique, et je me 
serais borné à renvoyer au Traité si élégant et si 
simple de M. Poinsot, si le programme de l’Ecole 
n’avait renfermé de nombreuses applications du cal- 
cul intégral, et quelques genres de questions qui ne 
pouvaient se trouver dans un Traité principalement 
destiné à l’enseignement des collèges. 
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L’ECOLE POLYTECHNIQUE. 


première Année. 


PRELIMINAIRES Cy 

Projecliotr d’un polycjone fermé sur une droite. 

- * ' . • * . 

La projectioh d’nne droite sur une autre est la distance 
des pieds des, perpendiculaires abaissées des extrémités de 
la première sur la seconde, ou , en d’autres termes, la dis- 
tance des deux plans perpendiculaires à la seconde, menés 
par les extrémités de la première. Sa valeur est égale au 
produit de la droite donnée par le cosinus de l’angle qu’elle 
forme avec une parallèle à l’autre, et que l’on appelle 
l’angle des droites données. 

Cela posé, considérons ( fig. t) un polygone fermé, plan 
ou gauche, ABCDEFGHI,etune direction X'X; soit A le 
sommet qui est tel que le plan AO, perpendiculaire à X'X, 
laisse tous les autres sommets d’un même côté', et dans le 
sens de la direction donnée X'X. 


(*) O.fej préliminaires ont pour objet do rappeler quelques formules 
d’un usa|>e habituel cl de bien iixer le sens dans lequel elles seront enten- 
dues diyis le cour» de cet ouvrage. , • 

i" année. ' ' ■ - i 


Digjtlzed by Google 



S». < . -COURS ME MfcCANIQUE. 

Concevons un poi |ii qui parte lie A cl parcoure le poly- 
gone sans revenir jamais sur uu côté déjà décrit. 

Tout côlé dont la direction, prise dans h; sens où il 
est décrit, fait un angle aigu avec la direction X X , éloi- 
gnera, le point décrivantduplan AO; tout côté pour lequel 
cet angle sera obtus l’en rapprochera, et la quantité dont 
il en sera éloigné ou rapproché sera la projection du £Oté 
décrit sur X'X.. Ainsi, après un nombre quelconque de ' 
côtés parcourus, la distance du point au plan AO sera la 
somme des projections des côtés dont les directions font 
avec X'X des angles aigus, moins la somme de celles des 
côtés qui font des angles obtus. Elle sera donc la somme 
algébrique des- produits des Côtés pris en valeur absolue» 
par les-cosinus positifs ou négatifs des angles que forment 
avec la direction fixe X'X les directions respectives de ces 
côtés, prises dans le sens où ils sont parcourus. Or, quand 
le polygone entier .a été parcouru, le point étant revenu 

en A , sa distance au plan AO est nulle; d’où résulte le 
\ L * • * 
théorème suivant : 

La somme îles produits des valeurs absolues des côtés 
d’un polygone fermé, parles, cosinus des angles fjue for- 
ment avec une direction Jixe les directions respectives 
de ses côtés , est égale à zéro. 

Et l’on ne doit pas oublier que ces directions sont déter- 
minées par le sens dans lequel ces côtés seraient parcourus 
par un point qui se mouvrait dans un sens ou dans l’autre 
sur ce polygone, mais qui ne. reviendrait jamais sur les 
côtés déjà parcourus. 

. ’ • » * * . 

Anale 'de deux directions- 

t ■ • , * 

Si I on a trois axes de coordonnées rectangulaires, et 
que par l’origine on mène deux directions faisant avec les 
axes positifs le^anghvs (ac , €., y), (a', o', y'), on peut déter- 
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PREMIERE ANNEE. PRELIMINAIRES. . ô 

miner l’angle V de ces deux directions et le distinguer de 
son supplément. En effet, prenons sur la direction (oc, '6, y) 
un point à une distance quelconque r de l’origine j en con- 
sidérant r comme une quantité positive, bu aura les for- ' 
mules générales • 

x — r cos oc , y — rcosC, z =z r COS7. 

Projetons maintenant sur la direction (a', G'i y') le poly- 
gone formé par z , /', et que nous supposerons par-' 

couru dans le sens indiqué par ces lettres. Le’ théorème 
dont nous faisons l’application exige que les côtés du po- 
lygone soient pris en valeur absolue. Si donc x, y, z sont 
toutes trois positives, on aura 

•rcosoc' -4- y cos 6' -4- zcosy' — r cosV == o. 

Si une quelconque des coordonnées , par exemple y, était 
négative,,, la valeur absolue du côté du polygone serait 
— y ; mais , comme la direction daus laquelle il serait par- 
couru serait celle des y négatifs, le cosinus serait — cos S 
et le terme serait toujours^ cos 6 ; de sorte que l’équation 
précédente est générale en considérant, comme on le fait 
ordinairement, les signes des coordonnées. Si l’on y rem- 
place .r,_y, z par leurs valeurs, r disparait et l’on trouve 
cosV — cosacosaf -4-cosê cos Ç'-t- cos 7 cos 7'. 

La condition pour que les deux directions soient perpen- 
diculaires sera 

> . • ■. - • ■ ■ • • . • . 

cos a cos a' -(- cos 6 cos ê' cos 7 ços 7' = 0. • . 

Longueur de lu perpendiculaire abaissée d'un point 
sur un plan. 

Supposons uh plan donné par les angles «, 6 , y que 
fait avec les axés la direction AB de la perpendiculaire 
abaissée de l’origine des coordonnées sur le plan , et 
par la longueur p de cette lignej la position de ce plan 


Digjjieed by Google 



/f coulis IIK MFCARKJUF.. ,, 

est çoihplétement déterminée. On donne , en outre, 
les coordonnées x, y, z d’un point quelconque M de 
l’espace, et l’on demande l’expression de la perpendi-, 
cula ire MC abaissée de M sur le plan , et que nous dési- 
gnerons par P. - - 

Pour cela , considérons le polygone fermé ARQMOBA 
(fi g. 2), dont les trois premiers côtés sont les coordonnées 
,r,_y , z ; et projetons-le.sur la direction AB. 

Si le point M et le point A sont de côtés différents du 
plan , nous aurons l’équation 

je cos a -4- y cos 6-4-1 cos y — P — p — o, 

dont la généralité se reconnaîtra , connue dans le cas pré- 
cédent. Si , au contraire , M et A sont d’un môme, côté du 
plan, on aura. 

^ - 1 ,'*S • !.. 

xcos a - 4 - y cos 6 -4- z cos y -4- P — p ±^o. 

On aura donc, dans le premier cas, 

(1) P =rx cos à -4- y cos 6 -4- z cos y — p. 

Dans le second cas, il faudrait changer le signe du second 
membre; de sorte que la formule (t) donne une valeur 
positive à la perpendiculaire, si le point d’où on l’abaisse 
et l’origine sout de côtés différents du plan ; et elle lui 
donne une valeur négative si ces deux points sont d’un > 
même côté fc Cette formule donnera donc des signes sem- 
blables aux perpendiculaires situées d’un même côté du 
plan, et des signes différents h celles qui seront situées de 
côtés différents. L’équation (1) conduit immédiatement à 
l’équation du plan, en coordonnées rectangles. En efïét,' 
pour tous Jes points du plan donné, et pour eux seulement , 
on a P = o; donc l’équation de ce plan sera, en considé- 
rant les coordonnées comme positives dans un sens, et né- 
gatives dans, l'autre , - \ 

v x 00s « - 4 ^_r cos 6 -4- z cos y -p- 
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Si y. si,-» l’équation du plan devient celle d'une ligne'. 

droite , et se réduit à '• 

a; cos oc -h X cos 6 =/>. 

I /expression de la perpendiculaire abaissée sur cette 
droite , du point dont les coordonnées sont x, y, devient ; 

P = x cos a -4- y cos S t— p., ' 

Longueur de ta perpendiculaire abaissée d’un point 

sur une droite. - • 

Supposons une droite déterminée par les coordonnées- 

jc, j', z d’un de ses points, et par les ângles a , 6 , y que sa 

direction fait avec les axes positifs des coordonnées-, et 

cherchons l’expression de la perpendiculaire p abaissée 

sur cette droite par le pointdont les coordonnés son t/z, ù, c. 

Désignons par d la longueur de la droite qui joint les 

deux poiuts(aic), (xjrz), et par d l’angle que sa direction 

fait avec la- droite donnée; nous aurons p — f/sin d, et, 

abstraction faite du signe, 

, x — a y — b s — c 

cos a = — p— côs a -+- - — - — cos -t- ■— cos y , 

a a . a 

d’où 

</sin 3= \jd ! — [(x — a) cos a -H (y — 6) cos 15 -+-(3 — ejeosy)’ ^ p; 

substituant à d 8 sa„ valeur (x — a) 1 -+-( y — bj* + (z — c)’ , 

- on obtient * 

r- * , 


[{/ — b) cosy — (« — c)cos6]*-Hl_(z— c)co«»a — — a )cosy ]*-+-[(* — a)coBt> — — 6;CU8a)\ 

• v 

Sli le point a , b , c d’où l’on abaisse la perpendiculaire se 
confond avec l’origine des coordonnées, on a 

p — y(_ycoS7 — zcosêj’-^zcosa — xcosyj’-t-^cosS — ycosa)’. 

Théorèmes sur tés projections des aires. 

La projection d’une aire plane sur un plan cil égale à 
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celte aire multipliée par le cosinus de l’angle des deux 
plans, ou de l’angle de la normale au plan de l’aire, que 
nous nommerons l’axe de cette aire, avec la perpendicu- 
laire au plan de projection. 

Tant qu’on ue veut avoir égard qu’aux valeurs abso- 
•luc's, on peut prendre ces perpendiculaires dans celui des 
deux sens que l’on voudra ; mais souvent il fa une distinc- 
tion à établir entre eux, par exemple lorsque l’on considère 
des mouvements de rotation dans ces plans. Dans'ce cas, 
on choisit pour direction de l’axe celle des deux par rap- 
port à laquelle le mouvement parait s’opérer dans un sens . 
convenu, que nous supposerons toujours de gauche à 
droite pour un observateur placé dans l’axe, les pieds ap- 
puyés sur le plan. 

En entendant que l’on ait ainsi déterminé pour chaque 
aire la direction de son axe, soient a , a",... des aires' 

planes situées d’une manière quelconque daus l’espace ; 
a, S., y, a, o', y', etc., les angles formés par-les directions 
de leurs axes respectifs avec celle des axes positifs des 
coordonnées. Si l’on projette ccs aires sur les plans coor- • 
donnés, en les multipliant respectivement par des quanti- 
tés quelconques rn , m', m'\ etc., et que l’on considère les 
projections comme positives ou négatives, suivant que 
leurs axes forment des angles aigus ou obtus avec ceux des « 
coordonnées positives, les sommes algébriques de ces pro- 
jections sur les plans YZ, ZX, XY seront respective- . 
ment 

' Z m/i c osa, ï md cos 6 , Z ma cos 7 . 

Si l’on projette ces trois sommes sur un plan dont l’axe 
forme les angles / , u , v avec les axes des coordonnées, on 
obtiendra 

cos). 2 ma epsa -fc- cosj* ï ma cos*5 4- cosv 2 ma cos 7 . . ; 

— ï mil (cosacos) -(- cos 6 çusp + cosycosv) = i ma cosV, 
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en désignant par V l’angle de; .l’axe dii nouveau plan 
avec l’axe d’utie quelconque «les aires. On oblipudra-àloiu;’ 
ainsi la somme algébrique des projections jsjir un plan 
dont l’axé est donné, dès que l’on connaîtra les trois 
sommes • 

■i . — V 

. S ma cos A, S ma cos s, 1 ma cos y» 

.que -nous dusignerpiis par A, B. ; et son expression 
sera ' ‘ 

. , ‘ ’ A eo.s> 4- B cos u 4- C cosv, 

ou 


-V A' 4 - B' 4 - C'(cospeos). -t- cos 7 cosft 4.-.cos/ coSv) 
. • =y A , 4-B‘ 4- C‘ cos U ., 
en faisant ’ ’ . < - 


V A" •< • B ! -4-C 
C - - 

v'A’+B’+C’ 


= = vos JJ, 


B 


’■ Va»4-.B’ + C 


: COS 7 i 


= cos/., 


et désignant par U l’angle formé par les directions qui 
font avec les axes des coordonnées, les angles ? , y . , v, et 
p, q, v. 

La somme des projeetrous ayant pour expression 
i/A 2 -+- B 2 4 -C s cos U est maximum quand U — o, et nulle 

pour. U d’où l’on conclut immédiatement le tliéo- 


rènie suivant : 

i". F.a direction déterminée par les angles p, q, r est 
t elle de l'aie de plan pour lequel la somme des projec- 
tions des aires multipliées par les quantités données est 
la plus grande 

î". Cette somme est nulle pour tous les plans per- 
pendiculaires à celui qui correyiond au maximum ; 

3°. Elle est la i nttine pour tous les plans dont l’axe 
fait le meme angle avec celui du maximum. 
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Direction de la normale qui passe par le centre de 
courbure. 

Soit MA (Jig . 3) un des prolongements de la tangente au 
point M d’une courbe à double courbure , MB, parallèle à 
la tangente menée en un point infiniment voisin, situé 
du môme côté de M que le prolongement MA ; prenons* 
MB = MA = i , et décrivons du centre M l’arc de cercle 
ÀB qui mesurera l’angle de contingence AMB, que nous 
désignerons par w. Soient a , b, c les cosintis des angles que 
la direction MA fait avec les axes de coordonnées ; et 
’-f- da, b 4- db, c -f- de, ceux qui se rapportent à la „ 
tangente infiniment voisine. 

On sait que le plan AMll a pour limite le plan oscula- 
teur ; et il est évident que la direction de la corde AB tend 
à faire un angle droit avec MA et à être comprise dans le 
plan osculateur; de sorte qu’elle a pour limite celle de la 
normale dirigée du point M vers le centre de courbure. 
Or, en projetant sur les trois axes le polygone MAB, et 
remplaçant l'a corde A B par l’arc «, on aura les trois équa- 
tions suivantes, dans lesquelles /, p, v désignent les angles 
faits avec les axes par la direction AB, ou la droite menée v 
de M au centre de courbure 


d’où 


tld ~ cos~y , db — u cosfi , tic t> icosv, 


- t!a ' db de 

BsWa' + m'+f/c’, eos\ — — , cosu = — , cos* = — - 

tri » (ri 

il ne faut pas oublier que les cosinus a , b , c se rappor- 
tent au prolongement de la tangente du côté où s’opère 
sur la courbe le déplacement du point de contact d’où ré- 
sultent les accroissements du, db, de. Si on les considérait 
d’une manière inverse, les angles X, u, v sc rapporteraient 
au prolongement. -opposé de la normale. 
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Angles formés avec les axes par une droite perpendi- 
culaire sur : rfeux autres. 

Soient (aoy), (a S'y) les angles formés par les di- 
rections dos droites données avec les axes positifs des 
x,y { a ; et X , 'ja , v les angles que forme avec ces mûmes 
axes la direction de la perpendiculaire; on aura les deux 
conditions 

cos a cos \ -H cos S côs jt -+■ cos y cos v = o, 

COS a'cOS> •+■ COS ë'cOS[A-f- COS y cos * = o. 

Ces deux équations déterminent les rapports des trois co- 
sinus inconnus, et donnent 

cos X : cos (a : cos v : : COS ë’ cos y — cos y' cos S 

; cos y' cosa — cos a' cos y ; cosa' cos 6 — cos ë' cos a; 

et comme la somme des carrés dos trois cosinus est égale 
à l'unité, on aura, en posant.d’ abord 

(cosë'eosy — cosy' cosë)’-|- (cosy'cosa — cos a' cosy)’ 

-+- (cos a' cos 6 — cos ë' cos a)’ = D’ , - 

, cosë'cosv- — cos 7' cos ë cosy'roSa — cosa' cosy 

c°s> = — Vd ’ 005 f 4 - r — -^05 — ' ’ 

cosa'cosë — co s ë' cos a . , 


“ ±D 

le dénomiuateur devant être pris avec le même signe pour 
les trois cosinus, qui doivent être dans le même rapport 
que leurs numérateurs. Quant à la valeur de D% elle peut 
se mettre sous la forme 

(cos’ a cos’ ë -f- cos 1 y) (cos’ a! cos 5 6' -f- cos 1 y ' ) -- 

-*■ (cos a cos a' -f- cos ë cos ë'. -f- cos y cos f)'-, 

clic est donc égale à 

1 — cos’ V = sin^V, - \ . ' *'• 
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V étant langle des doux droites; ou a donc 

cos à = ± si n V (cos C' cos y — cos-/'cos£), . 
cos fi = zfcsirt V (cos •/' coût — cos a' cos y) , 
cos v =r ± sin V(cosa'cos6 — cos cos a). 

Ou trouve ainsi deux directions opposées; et, en effet , rien 
jusqu ici n’a déterminé lequel des deûxsens on voulai L con- 
sidérer sur la perpendiculaire.- • ' 

Distinction dn sens de là perpendiculaire à deux 
directions. 

Concevons par l'origine deux droites parallèles aux di- 
rections déterrai nées pa r les angles (a S y) , ( a o' y') -, prenons 
surlapremièreun point quel conque : ses coordonnées x,j , z 
seront proportionnelles aux cosinus. des angles à, 6 , y, et res- 
pectivement de mêmes. signes : par ce point, menons une 
parallèle à la direction déterminée par les angles a', 6 ', -/' , 
et concevons 11:1 point en mouvement sur cette dernière di- 
rection, Le rayon vecteur mené de l’origine à cè point par- 
tira de la direction («S y), et ira en se rapprochant de la 
direction (a' ê' y') qui passe aussi par l’origine. 

Supposons maintenant un observateur placé dans la 
perpendiculaire au plan des deux droites, les pieds ap- 
puyés sur ce plan; le mouvement du rayon vecteur lui 
paraîtra s’exécuter de gauche à droite ou de droite à gau- 
che, suivant qu’il sera placé d’un côté ou de l'autre du 
plan. Nous distinguerons ces deux sens en appelant direct 
celui où le mouvement s’effectue de gauche à droite, cl 
'rétrograde celui où il s’offectüe de droite à gauche; et 
nous nommerons direction de l'axe du plan des deux 
droites dans lequel s’effectue le mouvement, celle do la 
perpendiculaire dans le sens pour lequel ce mouvement est 
direct. ' • 

LeS valeurs des cosinus des angles , y.,* v que fait la 
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perpendiculaire avec les axes de coordonnées sont, d après 
Ja formule précédente, dans. laquelle on remplacera vos a , 
cos o , cos y'., par ,r ; y, s , v " ‘ 


COS ti — 


* r cosv — ïcos 
. cos X = - — : — — 

. . : ■ ■ —p 

xcosfi' — > cos« 

cos V = 


z cos y! — x cosy' 




/? 




la valeur de p étau t 
V^ jcos-/' — z cos 6 )"* -(- (z cos a' — .rcosyV -h^-ccosS' — reosa')'; 


de sorte que p n’est autre chose que la perpendiculaire 
abaissée de l’origine sur la droite menée par le pointa:, j , z y 
dans la direction (a S' y').. II 11 c. s’agit plus que de savoir 
quel est le signe qu’il faut donuer à p pour que les angles 
ï, p, v se rapportent à la direction de l’axe du plan , telle 
que nous l’avons définie. Remarquons d’abord que si dans 
-un .plan de direction quelconque, que nous ferons passer 
pour plus de simplicité par l’origine, un rayon vecteur se 
meut autour de ce dernier point dans un certain sens; si, de 
plus , on projette ce rayon vecteur sur un autre plan , l’axe 
. de ce dernier mouvement sera celle des deux directions de 
la* perpendiculaire à ce nouveau plan qui fera un angle 
aigu avec la 'direction de l’axe du premier mouvement. 

Cela posé, considérons d’abord la projection du rayon 
vecteur sur le plan XY, et désignons par 0 l’angle que sa 
direction forme avec celle des X positifs , do telle sorte que 


1 axe-positif desjc corresponde h 0 J.e mouvement sera 


direct relativement a l’axe des z positifs, si 0 va en crois- 
sant; et, dans lé cas contraire, il sera direct par rapport 
à l’axe des a négatifs. Fil F 0/1 sait d’ailleurs qu’un angle 
croit ou décroît toujours eu même temps que lu valeur al*- 
gébrique dé sa tangente. -, 

Or, la projection sur XYdu'rayon vecteur mené au point 
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(x,y , z) fait avec l'axe des je un angle dont la tangente a 

pour expression générale -. Si le point ,r, y, z s'avance dans 
^ - • . . . t 

• la direction (a S'y) d’une quantité quelconque ht , cette ! 

, \ v+/;»cos6' , • 

tangente devient son accroissement est donc 

° x ■+■ m co s x 

m (x cosë' — r cosa' ) * 

— — — . -, — - ; et, comme ou peut supposer m assez. 

X ^ ffiX COS 3t 

petit pour que le dénominateur soit positif, le signe de cet . 
accroissement sera le même que celui du numérateur, ou 
de x coso' — y cosa'. 

Ainsi , la projection du rayon vecteur sur XY aura un 
mouvement dont l’axe sera l’axe des z positifs, si l’on a 
x cosë' — y cos a' o ; 

et, par suite, l’axe du mouvement dans l'espace et l'axe 
des z positifs feront un angle aigu. De même les projec- 
tions sur Y Z auront un mouvement direct par rapport aux 
axes des x et desj positifs si l’on a 

i i 

y COS7' — z cosë' ’^> o, z cosa' — x 0057' o. 

Dans le cas où une de ces inégalités serait de sens con- 
traire, il serait direct par rapport à l’axe négatif; et l’axe 
du mouvement ferait un angle obtus avec l’axe positif cor- 
respondant. ... • 

O11 voit donc que les cosinus des angles que fait l’axe du 
mouvement que nous considérons, avec les axes positifs 
x, y r s, sont de mêmes signes respectivement que les nu- 
mérateurs des valeurs trouvées précédemment; que, par 
conséquent, on doit prendre p positivement; ce qui donne 
les formules suivantes : 

•y ' j- - . * # . ' ' ' x 

I . rc 0*7' z rosé' 2 cos a' — x cosv' 

cos A = — : — 1 cos a — 3 

v p 

x cosë — y cosi' 
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Si'maiirtensfnron remplace .r, r, s par les quantités pro- 
portionnelles , et respectivement de mêmes signes, cosa, 
Cos£, cosy, on aura * . - ' 

/ cos). = sinV (eosfi cos 7' — cosy cos fi’), 

(2) ? cosfx = sinVjeosy cosa'; — cosa cosy'), • 

• ( cosv =; sinV (cosacosfi' — cosfi cosa'), 

«V. - - • • . 

N désignant encore l'angle des deux directions. 

Ces formules se rapportent à l’axe du mouvement exé- 
cuté dans le plan des deux directions (a, 6, y), (a, G', y')par 
un rayon vecteur tournant autour de leur point de ren- 
contre, en partant de la première et se rapprochant delà 
seconde. Si l’on faisait une construction analogue en sub- * 
stituaut chacune des deux directions à l’autre, on aurait 
un mouvement en sens inverse; et, en eilèt, les formules ' 
précédentes des cosinus changeraient évidemment de signe 
sans changer de valeur absolue. 

Si le» deux directions données étaient rectangulaires, 
on aurait « . . ... 

I cos) •— cosfi cosy' — cosy cosfi', 
cos;* = cosy cosa' — cosa cosy’, 
cosv = cosacosfi'. — cosfi cosa r . 

^ ' . J ’ A • « ’ ' . • ' , * 

J . ‘ « 

Formules pour la transformation des coordonnées. 

Proposons-nous de passer d’un système de coordonnées 
rectangulaires x, y , z à un système quelconque de coor- 
données obliques x, y, z ayant même origine; et suppo- 
sons, comme nous le ferons toujours, que la disposition 
des axes soit telle que , si un rayon vecteur se meut autour 
de l’origiile dans les trois angles des axes positifs, en par- 
tant de l'axe des x , et marchant vers Taxe desjy, puis vers 
celui des z pour revenir à Taxe des x, les directions des 
axes positifs «oient respectivement les axes de ces trois 
mouvements. Soient *r, a" les cosinusulcs angles que la 
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direction des x positifs fait avec les directions respectives 
des x, y y z positifs; b, b ', b" les cosinus relatifs à la <Ji- , 
rection d(iS,_y positifs; et c , c', c" ceux qui se rapportent à 
la direction des z positifs. , ‘ t 1 

Considérons un point quelconque M (/‘g. 4)i dont les 
trois coordonnées x, y\ z soient "représentées par AP, 
PQ,QM; abaissons perpendiculaire sur YZ , et 

joignons RA. Ce polygone fermé étant supposé projeté 
sur AX, donnera, d’après un théorème précédent, 

ax' -y by’ + cz' — x = o , 

pourvu que les quatre coordonnées x',y\ z , x soient posi- 
tives. Si l’une quelconque d’entre elles, par exemple j 7 , 
était négative, le côté du polygone qui doit être pris en 
valeur absolue serait — y ; mais, comme il serait alors , 
parcouru dans le sens des y négatifs, le cosinus qui le mul- 
tiplie cliangerait de signe et serait — b ; le terme que l’on 
doit écrire est donc toujours l>y\ et l’équation est géné- 
rale , en regardant comme négatives les coordonnées diri- 
gées en sens contraires des axes déterminés par les cosinus 
donnés. « ( 

On trouverait deux autres équations analogues en con- 
sidérant les coordonnées y et z. Les équations générales 

de transformation seront donc 

» . r ■ ' » 

1 x — rut/ -t - by' ^ -cz' , 

( 1 ) ‘ | y —a'x/ b'x' -t-cV, 

( z =a"t/ + b“y' +c"z\ 

«t l’on aura les conditions nécessaires 

I a’ + a' 1 -t -a"‘= 1 , 
b 1 -y b” +b^=z\;- 
c’-f-c" +c"’ — 1 ; > • 

si les nouveaux axes étaient rectangulaires, on aurait de 
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plus 

- • * ' 

... 

• . 

• . \ 


/ ab y- a'b' n"b" = 0, , 




( 3 ), 

j ac -f- u V ■+. a "c" = 0, 

• • * ? • 

’ * • V 



( bc r+- b’.e’ -f- b" c" = 0, 

• • 




lie sorte qu on 11e peut prendre arbitrairement que trois, 
des neuf quantités a, b , c, a\ b', a, a ", b", c". 

I-es deux systèmes étant rectangulaires, on peut passer 
du second au premier par des formules semblables; de 
sorte que les équations (l), (2), ( 3 ) entraînent les sui- 


vantes : 

•«) ' 

r>) , . ; 

> 4 

( (i j , 


[ x' nx + a' y - 1 - a"z, 
y ' '== bx -+- //>- -f- b" z , 
L*' = ex -h c'y -H-é'z; 
l «’ H- b' + c 3 =r 1 , 

| n ' 1 -f- b ' 2 -+- c ' 2 = 1 , 

[ f; 

' «« ' -+- £/>•' -H ce* — o, 
J atl ” -f- bb -f- ce" :rr o , 
,.a'a" + b'b" -{-c'c"= o. 


Réciproquement, ces équations entraîneraient les pic- . . 
mières; et les deux systèmes (ï), (a), ( 3 ), et ( 4 ), ( 5 ), ( 6 ) ' 

sont par conséquent identiques. * • . ' 

Les quantités ubc , a b e , a"b"c satisfontà d’autres relà- ■ 

lions importantes, qui pourraient se déduire des précé- 
dentes, en laissant d’abord une ambiguïté qu’on, ne fait ; 
disparaître qu’avec un peu de peine. Nous allons montrer 
comment on peut les obtenir d’une manière beaucoup 
plus simple, et sans aucune incertitude sur les signes. 

; Nous remarquerons d’abord qu’il y a deux suppositions 
à faire sur l’ordre des axés positifs des deux systèmes de 
coordonnées, qui sont désignés par lés mêmeslettres. S’ils 
sont dans le même ordre, bn pourra faire coïncider les , 
directions des x , y . , z respectivement avec celles des 
x * -f P osill,s - S ’îs sont . O11 ordre inverse, lorsque les ’ 


r ' *' > 

v . . * 


. •• > . 
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directions îles x et dos > ' seront amenées à coïncider avec 
pelles des x et des y positifs, les directions des z et des z 
positifs seront directement opposées. 

L’axe, des.x' étant perpendiculaire au plan des axes des 
y. et des z, les angles qu’il fait avec les trois axes des 
x, j, z se détermineront d’après les formules (3) de 
la question précédente, dans lesquelles on supposera 
sin\ = i ï il faudra d’ailleurs remarquer si les axes des 
x”, y' , z! sont dans le même ordre que les premiers. Dans 
cette hypothèse, l’axe des x positifs est l’axe relatif au » 
mouvement d’un rayon vecteur partant de AY' et se rap- 
prochant de AZ'; les angles a, 5, y des formules (3) se 
rapportçnt donc à AY', et S', y' à AZ'; et ce serait l’in- 
verse si l’ordre des trois axes était inverse. 

Si donc on remplace, dans les formules (3), eos / , cosu, 
eosv, par a, a', on aura , dans l’hypothèse d’une dispo-. 
sition semblable dans les deux systèmes d’axes, 

a = b’ c" — c b " , a’ = cb" — bc" ,• «" bc' — cb',' 

et, dans le cas d’une disposition inverse, 

a =z e b"— b' c", a' ■— bc" — cb" , a" = cb' — bc', 

équations qui ne different des premières que par le chan- 
gement de signe des seconds membres. 

En. agissant de la même manière pour les axes des y' et 
des z\ on aura des équations semblables; de sorte que les 
neuf quantités abc , a'b'd , a"b"c" sont lices parles rela- 
tions suivantes, dans le cas où la disposition des deux sys- 
tèmes d’axes est la même : 

/ a = b'c" — c'b", a ' = cb" — bc", a " — le' — cb', 

( 7 ) ] b — c'a" — a'c" , b' — ac"^ca ", b" = Ca' — a,', 

[ c =a'b" — b'n", c' = ba" — -ab" , c" = ab' —ba'. 

Dans le cas où la disposition des axes serait inverse,. il fau- 
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(irait changer les signes des seconds membres de ces neuf 
équations . • 

I.es nouveaux axes ,r', y\ z', au lieu d’être déterminés 
par neuf quantités entre lesquelles ii existe six relations, 
pourraient l’être par trois seulement, et nous allons faire 
connaître les formules données à cet efi’ct par Euler. 

Nous supposerons que les nouveaux axes aient la même 
disposition que les premiers, et nous les déterminerons en 
donnant l’angle <p que forme avec l’axe des x positifs la. 
trace AR du plan Y'X' sur XY ; l’angle 0 que forme le 
plan X'Y' avec XY, qui est aussi celui des axes AZ, AZ' ; 
et enfin l’angle © que forme AX' avec AR; mais il est 
essentiel d’indiquer avec précision le sens dans lequel cha- 
cun de ces angles est estimé. 

Nous compterons l’angle tp dans le sens du mouvement 
. direct de AX vers AY, et il pourra varier de o à 27r; mais 
à laquelle des deux directions opposées AR , AR' se rappor- 
tera-t-il ? Pour la déterminer, concevons un mouvement 
direct autour de AZ, qui amène AX en AR et AY en AY, ; 
puis un mouvement direct autour de AR qui amène AZ 
4 coïncider avec AZ', ce qui aura lieu, ou lorsque le sys- 
tème aura tourné de l’angle 0, qu’on supposera toujours 
moindre que 7r, ou lorsqu’il aura tourné de 2TC — 0; or il 
n’y a qu’une des deux directions AR, AR' pour laquelle 
l’angle de rotation soit0, et c’est celle-là que nous choi- 
sissons pour la détermination de l’angle y. 

On voit, d’après cela , qu’on passerait des premiers axes 
aux nouveaux, en faisant tourner, dans le sens direct, 
le système des premiers d’un angle <p autour de AZ ; les 
faisant tourner ensuite d’un angle 0 autour de AR, et 
enfin d’un angle <p autour de AZ'. Après le premier mou- 
vement, les axes seront dans la position AR, AY,, AZ, et 
nous désignerons par x , , y, , z les coordonnées comptées 
sur leurs directions. Après cc second mouvement, ils ont 
i e année. a 
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ta position Alt, AY,, A/., et nous désignerons par 
.r,, •) ,, s' les cooitlonnées correspondantes. Enfin, après 
le troisième mouvement, ils coïncideront avec les axes 
AX’, A Y', AZ' pour lesquels les coordonnées sont .r, y\ z . 

Nous pourrons ainsi passer des premiers axes aux nou- 
veaux au moyen de trois transformations dans lesquelles 
un axe étant immobile, on n’a besoin de faire usage que 
delà transformation des coordonnées dans un plan. 

Or, on sait que, pour passer d’un système de coordon- 
nées rectangulaires u , v à un système rectangulaire u, v 
semblablement disposé, c’est-à-dire tel que, quand la di- 
rection des u positifs coïncide avec celle des. u positifs, il 
en soit de même dès directions des . v et v positifs, on a les 
deux formules 

il = u' cosa — c' sina, 

” , v = u' sin a -)- v' cosa, 

a désignant l’angle dont il faut faire tourner l’axe des u 
dans le sens de u vers e pour qu’il coïncide avec l’axe des u 
positifs. Ces formules, varieraient dans les signes si la dis- 
position des axes était inverse. I) après cela, on aura les 
équations suivantes : 

,r=T, cos-} — y, sin -J/, c<>sO — z'sinO, x,=x'cosc|) — j'sinip, 

y~x, sin}-)-jiCos}, z =/,sin8-|-3'cos0, x'sio?-t-j r 'cos^ 

Eliminant les intermédiaires .r,, v,, y ,, on obtient les 
formules cherchées : 

x =■ x' (cos y cos Tp — sin f sin } cos 8 

-f -y' { — sin « cos-} — sin} cos y cos 8} z' sin} sin 8, 

y=x' (cos y sin } -f- sin ? cos} cos 0) 

-I - y' ( — sin a sin } -f- cos} cos y cos 6) — z'cos} sin 0, 
z — x' sin 8 sinç -4 -y' cos y sin 8 -+■ i cos8. 

La comparaison des formules (i) et (8) conduit aux 
équations suivantes, qui ont la même généralité que Celles 
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d’où on les déduit : 

; a = — sin-p sin ij/ cosO -+- cos y cosij/, 
b t= — sinij/ cos ÿ cos 0 — sin y cosifi, 
c — sin.0 sinip; . ■ < 

a' = sin<p cos?}/ cos 4 -f- cos q sin 
h' — cosœ cos-}/ cos 6 — siniy sin-}/, 
c' — — sin 9 cos i|»; • J 

a" == sin 0 sin ip, 
b" sin 0 cos y, 

\ e" = cos 0 . 



Ces formules pourraient être obtenues directement par la 
trigonométrie sphérique; mais il faudrait alors une dis?- 
cussion assez pénible pour en démontrer rigoureusement 
la généralité. 

Elles entraînent les suivantes, qu’il est bon de no- 
ter : - 

( IO ) tang? = pi «ang?|- = — y, 

en différentiant les équations (9) par rapport à une va- 
riable quelconque t , on parvient à des formules très-utiles. 
Si l’on pose ' 

cdb -+- c'db' -(- c"db" = pdt, ade -+■ a' de' -+ - a" de" = qdt, 
bda -h b'da'-+- b"da" = rdt ; 

d’où résulte, en vertu des équations (3), 

b de -g- b' de’ ■+■ b" de" = - — pdt, eda -)- c'da -4- c"da"= — qdt, 
adb -+- a'db' -f- a"db" = — rdt , 


on trouve 




dO . . d-ii 

cos 9 — — h sin 9 sin 0 ~ , 
dt 1 dt 


dO 

~ sin? Tt 

df d-ii 

-77 - !" COS 0 
dt dt 


cos f sin 0 


zAJ, 

dt 
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Sùr le mouvement- géométrique il'un système tle forme 
invariable. 

Si l'on considère deux positions successives occupées 
par un système déformé invariable, indépendamment des 
forces qui l’ont sollicité, et du temps qu’il a mis pour pas- 
ser de l’une à l’autre , on voit d'abord qu’il y a une infinité 
de manières de l’amener de la première à la seconde ; et 
l'on peut se proposer de déterminer les mouvemeuts' les 
plus simples ou les plus avantageux, au moyen desquels 
on- peut, dans chaque cas , opérer ce passage. 

Or, quelque déplacement qu’ait subi un système, on 
peut l’amener dans sa nouvelle position, en faisant d’a- 
bord mouvoir tous les points suivant des lignes parallèles 
et égales à celle qui joint les deux positions d’un même 
point du système, ou d’un point quelconque qu’on y aura 
lié invariablement; puis, en laissant ce point fixe, et en 
faisant tourner le système autour de lui, jusqu’à ce que 
deux autres points, non en ligne droite avec ce centre, 
.viennent prendre la position qu’ils doivent occuper. 

Examinons maintenant chacun de ces deux mouve- 
ments, de translation et de rotation. 

Il est évident que le point que l’on a considéré pourrait 
parvenir d’une position à l’autre, en décrivant un poly- 
gone quelconque, qui commencerait à l’une et se termine- 
rait à l’autre. I) où il suit que le premier mouvement 
pourra être remplacé par une suite d’autres mouvements 
de translation, représentés en grandeur et en direction 
par les divers côtés de ce polygone, et que, par conséquent, 
les mouvements de ce genre peuvent se composer et se dé- 
composer de la même manière que les forces appliquées à 
un même point. 

Quant an mouvement autour du point fixe, il est facile . 
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«le reconnaître d’abord qu’il peut être transforme d une 
infinité de manières, en deux mouvements, .autour d’axes 
fixes; car on amènerait un point quelconque d’une posi- 
tion à une autre, en faisant tourner le système autour 
d’une droite quelconque passant par le point fixe, et située 
dans le plan mené par ce point, perpendiculairement à la 
droite qui joint les deux positions du point que l’on con- 
sidère, lesquelles sont nécessairement équidistantes du 
centre. Le système ayant maintenant deux de ses points 
dans la position qu’ils doivent occuper, il est certain que 
tous les autres arriveront à la leur, par un mouvement de 
rotation autour de la droite qui joint les deux premiers, 
l.a question est donc réduite à la considération des mou- 
vements de rotation autour d’axes passant par le point 
fixe. Les propositions que nous allons démontrer sont 
extraites de la Théorie nouvelle île la rotation des corps 
de M. Poiusot; mais, avant d’entrer dans cette exposi- 
tion , nous commencerons par faire une remarque très- 
simple et très-utile. Lorsqu’un corps tourne autour d’un 
axe fixe, d une quantité angulaire infiniment petite, les 
variations infiniment petites des coordonnées d’un point 
quelconque dépendent des coordonnées de ce point, et 
vies autres données de la question. Pour un point infini- 
ment voisin, ces variations ne différeront donc des pre- 
mières que de quantités infiniment petites par rapport 
à elles, et l’oti peut les substituer les unes aux autres. On 
peut donc, dans la détermination du déplacement infini- 
ment petit d'un corps qui tourne autour d’un axe, suppo- 
ser que le corps, au lieu de partir de la position donnée, 
parte d’une autre position infiniment voisine; les varia- 
tions des coordonnées de chacun de ces points, ainsi cal- 
culées, pourront être prises pour celles que l'on cherchait. 
Si donc on a à faire éprouver successivement à un corps 
un nombre quelconque de rotations successivos infiniment 
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petites, on pourra supposer chacune d’elles ellectuce à. 

partir de la position primitive du corps , et la somme totale 

des variations des coordonnées de chaque point pourra 
être considérée comme la variation résultante des mouve- 
ments opérés à la suite les uns des autres, et dans un ordre • ‘ 
quelconque. 

Composition des rotations. 

Soit OA ( fi g- 6) la direction d’un axe autour duquel 
un système rigide tourne, d’une quantité angulaire quel- . 
conque aa, le sens de la rotation étant déterminé de la 
manière indiquée précédemment. 

Soit de même OB un second axe autour duquel le sys- 
tème tourne d’une quantité angulaire ao, quand le pre- 
mier mouvement est accompli. Nous allons démontrer que 
le système arriverait à la même position par une rotation 
unique, autour d’un axe passant par le même point O. 

En effet, menons par OA un plan qui fasse avec le 
plan AO B un angle a , du coté de OB ; et par OB tin autre 
plan faisant avec AOB un angle 6, du côté de OA. Il est 
évident qu’après la première des deux rotations l’inter- 
section OD de ces deux plans aura pris la position symé- 
trique par rapport au plan AOB, et qu’après la seconde 
rotation elle aura repris sa première position. Donc le sys- 
tème parviendrait à la seconde position en tournant autour 
de l’axe OD. 

Cette conséquence a lieu , quels que soient les angles 2a, 

265 mais nous examinerons particulièrement le cas où ils 
sont infiniment petits. Dans l’angle trièdre, formé par îes 
arêtes OA, OB, OD, les sinus des angles BOD, AOD sont 

entre eux comme sina: sinê;donc la limite de qui est 

le rapport des vitesses angulaires, en supposant ces angles 
décrits dans un même temps, est égale au rapport des sinus 
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«les angles formés avec 1 Olî, OA par la limite de la direc- 
tion de l’axe OD, qui se trouve dans le plan OAB lui- „ ■ 
mè«ne. Ainsi, les deux rotations infiniment petites, dont 
• Je rapport des vitesses angulaires est connu , se composent 
en une seule, autour d'un axe dirigé suivant la diago- 
■ nale OP du parallélogramme construit sur les lignes 
OM, OA (Jtg. 7 ), proportionnelles à ees vitesses angu- 
. laires, et portées, à partir du point O, sur les axes cor- 
respondants. 

Il ne reste plus qu’à connaître le sens et la grandeur de 
la vitesse angulaire du mouvement résultant. Pour cela, 

•on choisira un point quelconque 1 sur t’axe OA autour du- 
quel s’est eflèctuée la première rotation ; il ne se déplacera 
qu’à la seconde, et il décrira une ligne infiniment petite ■ • 
IL perpendiculaire au p]au AO!5 (Jig. 7 ). Abaissons les 
perpendiculaires 1K, 111 sur 015, OD. Les angles infini- 
ment petits, dont le poiut 1 tourne autour de 015 ou de 01), " 
pour parvenir à sa position L, sont dus à des mouvements 
de même sens, et en raison inverse de 1K et 1H, ou de 
siti KOI et sin HOl , ou enfin de OP et OA. Donc la vitesse 
angulaire résultante sera représentée par la diagonale OP, 
puisque la vitesse angulaire autour de OB l’est par OA . De 
plus, d’après ce que nous avons dit, le sens de la rotation 
autour deOD est de gauche à droite, comme autour de OB. 

Donc enfin , si l'on prend sur la direction de dein : axes, 
il partir de leur point de concours, îles grandeurs <pu 
représentent les vitesses angulaires des rotations suc- 
cessives autour de ces deux axes , la diagonale du pa- 
rallélogramme construit succès deux : lignes représentera 
la direction de l'arc de la rotation résultante, et la 
grandeur de sa vitesse angulaire. 

On conclut de là que la composition et la décomposi- 
• lion des rotations autour d’axes passant par un meme 
point s'effectuent de la meme manière que celles dei 
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forces dirigées suivant ces ares, et représentées en 
grandeur par les vitesses angulaires correspondantes . 

Soient A et B les projections de deux axes parallèles 
dont les directions sont dans le même sens, par exem- . ; ; 
pie au-dessus du plan perpendiculaire sur lequel ils sont 
projetés. Soient encore 2 a, 26 les angles dont le sys- . 
tème tourne successivement autour de-A et B. Soit AC 
(fig. 8) la trace d’un plan passant par l’axe A et faisant 
avec AB l’angle CAB = a. du côté de B ; et soit de même 
BC faisant l’angle CBA-= 6 du côté de A, La parallèle 
aux axes, menée par le point C, reviendra à sa première 
position après les deux rotations, effectuées dans l’ordre 
indiqué. Le déplacement proposé serait donc produit par 
une rotation autour de cette droite. 

Lorsque les angles «, 6 sont infiniment petits, le point 
C est sur la droite AB, en un point C f qui la partage 
en raison inverse des angles a, 6, ou des vitesses angu- 
laires. , 

-De pins, lorsque la rotation est effectuée autour de A, 
et qu’elle s'effectue ensuite autour de B, le point A étant 
situé du même côté de C' et B, et la rotation autour de C' 
devant l’amener au même point, il eu résulte qu’elle est 
dans le même sens que les deux autres. Il ne reste plus 
qu’à connaître la vitesse de la rotation résultante. Soit AD - - 
la ligne infiniment petite que décrit le point A autour 
de B, il décrira la même ligne autour de C', et les vitesses 
angulaires seront eu raison inverse de AB et de AC. 

Donc , si les vitesses angulaires autour de A et B sont repré- 
sentées respectivement par BC/etAC, la vitesse angulaire 
résultante le sera par AB. 

La loi de composition de deux rotations de même sens 
autour d’axes parallèles est donc identique avec celle de 
la composition des forces parallèles de même sens. On 
trouverait la même -identité' dans le ras de rotations de 
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sens contraires, soit en le déduisant du précédent, çomrhe 
■ dans la composition des forces, soit en le traitant direc- 
tement. 

Si les. deux rotations étaient égales et de sens con- 
traires, on aurait ce que M. Poinsot appelle un couple 
de rotations. L’effet de ces deux rotations est de trans- 
porter le système parallèlement à l’axe de ce couple. En 
effet, soit M (Jîg. g) un point quelconque du système, 
il se mou\ra dans un plan perpendiculaire aux axes$ et si 
pour chacune des rotations il décrit les lignes infiniment 
petites MC, MI), respectivement perpendiculaires aux 
droites MA , Mlî et proportionnelles à leurs longueurs, 
il parviendra à l’extrémité N de la diagonale du parallé- 
logramme construit sur MC, MD. Or, les triangles MCN , 
AMB sont semblables comme ayant un angle égal com- 
pris entre cotés proportionnels, d’où il suit que MA est 
perpendiculaire à AB. L’éffet d’un couple de rotations est 
donc un mouvement de translation dans le sens de l’axe 
de ce couple. Pour connaître l’espace parcouru, il suffit 
dé considérer un point quelconque, A par exemple, et il 
est facile de voir qu’il se déplace d’une quantité égale à la 
distance AB, multipliée par l’angle de rotation. 

Et comme nous avons vu que les mouvements de trans- 
lation se composent comme les forces appliquées à un 
même point, il s’ensuit que les couples de rotations se 
composeront de la même manière ; et si l’on porte sur 
l’axe de chacun d’eux, une longueur égale à l’angle de 
rotation multiplié par le bras de levier de ce couple, c’est- 
à-dire par la distance des deux axes de rotation , ces lon- 
gueurs composées comme des forces, à partir du même 
point, donneront en grandeur et en direction le mouve- 
ment de translation résultant. 

On remarquera qu’une rotation autour d’un axe A 
pourra toujours être remplacée par' une rotation iden- 
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tique, autour d’tiu axe 15 parallèlc'au premier, plus un 
couple de rotations dont le bras de levier sera AB; car il 
suffit pour cela d introduire deux rotations autour de 
1 axe B qui soient égales à la première et de sens opposés, 
ee qui ne change rien au déplacement. 

Quelles que soient les rotations et translations infini— 
ment petites "opérées sur un système, elles peuvent se ré- 
duire a une rotation autour d’un axe passant par un point 
arbitraire, et une translation dépendante de ce point. 

En eilet, toute rotation autour d’un axe peut être chan- 
gée en une rotation identique autour d’un axe parallèle 
quelconque, plus une translation , ou un couple de rota- 
tions, dépendant de la position du nouvel axe. Toutes les 
rotations composées donneront la même rotation résul- 
tante autour d un axe de direction constante, quel que soit 
le point où l’on ait transporté tous les axes. Mais les mou- 
vements de translation ou couples de- rotations donnés , 
composes avec ceux qu’on a introduits, donneront nu 
couple résultant, ou une translation, variable de grandeur 
et de direction. 

On démontrerait, comme M. Poinsot l’a fait pour les 
couples de forces, que le point dont il s’agit peut être 
choisi de manière que l’axe de ce couple soit parallèle à 
l’axe de la rotation résultante.' D’où il suit que tout dé- 
placement infiniment petit du système peut être produit 
parun mouvement semblable à celui d’une vis dans son 
ecrou, mouvement qui peut se réduire, dans certains cas, 
a une rotation ou à une translation seulement. 
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STATIQUE. 


i. On dit qu un point est en repos lorsqu’il occupe 
constamment la même position dans l’espace ; et qu’il est 
en mouvement lorsque celte position change d’une ma- - 
nière continue. ÏVous ne pouvons par aucun moyen re- 
connaître si un point est en repos ou en mouvement , parce 
(pie nous ne connaissons pas d’objets fixes auxquels nous 
puissions rapporter sa position : seulement nous pouvons 
affirmer que si la position relative de plusieurs points 
n’est pas restée la même , il y en a un certain nombre 
dont la position absolue a changé. ' * 

Lorsqu’un grand nombre d’objets conservent la même 
position relative, on est porté à les juger en repos; et si 
l’un d’eux se déplace par rapport au système, c’est à lui • . 
cpi’on attribue le mouvement. C’est ainsi que l’on a cru 
pendant si longtemps la terre immobile dans l’espace. Une 
étude approfondie des phénomènes peut modifier cette 
première impression; mais on ne peut jamais avoir de 
certitude à cet égard, et les principes sur le mouvement 
absolu, auxquels ouest conduit par l’observation des mou- 
vements relatifs, ne sont que des inductions qui peuvent 
avoir une grande probabilité, mais qui ont toujours be- 
soin d’être vérifiées par l’accord entre les conséquences 
logiques auxquelles elles conduisent et les phénomènes 
observés directement. 

Le principe le plus simple auquel on parvient de celte . 
manière consiste en ce qu’un point qui est en repos ab- 
solu y resterait indéfiniment s’il ne survenait certaines 
causes en dehors de lui qui Iç missent en mouvement. Ces 
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causes se nomment tics forces , et la direction dune force 
est celle de la ligne suivant laquelle le point se mouvrait 
en vertu de son action , s’il était entièrement libre. 

On dit que des forces sout égales lorsque, appliquées en. 
sens contraires à un même point libre et en repos, elles 
ne lui font prendre aucun mouvement. La notion del’éga- 
lité conduit à celle du rapport quelconque, en entendant 
par somme de plusieurs forces la force qui peut rempla- 
cer l'ensemble des premières sollicitant le même point 
dans la même direction. Les forces, pouvant, ainsi être 
évaluées en nombres, peuvent aussi être représentées par 
des longueurs; et il sera commode de prendre ces lon- 
gueurs sur la direction suivant laquelle elles agissent, et 
à. partir du point auquel elles sont appliquées. 

L'expérience montre que la même force ne produit pas 
toujours un mouvement identique quand elle est appli- 
quée à des corps diilêrents. Ce fait donne lieu à une no- 
tion nouvelle qui est. celle de masse. 

On dit que deux corps d’espèce quelconque ont même 
masse lorsque des forces égalps produisent des mouve- " ■ 
ments identiques sur ces corps libres et partant du repos. 

Si on lie ensemble deux corps, on en forme un nouveau-* 
dont la masse est dite la somme des masses des deux autres. 
L’idée de masses égales conduit à celles de masses dans un 
rapport quelconque ; et les masses de tous les corps peu- 
vent être représentées par des nombres, si ou les rapporte 
à celle d’un volume connu d’une matière déterminée. 

La densité d’un corps homogène est la masse renfermée 
sous l’unité de volume; elle est, par conséquent, le rap- 
port de la masse renfermée sous un volume quelconque à 
ce volume. 

Lorsqu’un corps n’est pas homogène, la densité en un 
quelconque de ses points est la densité moyenne d’une por- 
tion infiniment petite du corps dans laquelle Se trouve ce 
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point; ou, en d’autres termes, la limite du rapport de la 
» masse renfermée dans cette portion à son volume , quand 
il tend vers la limite zéro. 

Lorsque des forces sont appliquées à un système de 
points, ayant entre eux des liaisons quelconques, il est 
possible qu’elles produisent un mouvement , comme il est 
possible aussi qu’elles s’entre-détruisent, et que le système 
reste en repos; dans ce dernier cas, on dit que ces forces 
sont en équilibre. 

L’ensemble des lois de l’équilibre forme ce que l’on 
appelle la statique ; les lois du mouvement forment ce que 
l’on appelle la dynamique , et la réunion de ces deux 
branches constitue la science à laquelle on a donné le nom 
de mécanique. 

2. Lorsqu’un système de points est en équilibre, on 
ne détruit pas cet état en fixant un ou plusieurs de ces 
points , ou eu établissant entre eux des liaisons nouvelles. 

On peut encore, sans rompre l’équilibre, introduire de 
nouvelles forces telles qu’elles se détruiraient si elles agis- 
saient seules sur le système de points donné. 

On peut aussi , sans troubler l’équilibre, supprimer des 
forces qui se détruisent effectivement par les efforts 
qu’elles exercent sur ce système. Et il faut bien remar- 
quer qu’il ne suffirait pas qu elles fussent cri équilibre 
dans le cas où elles agiraient seules sur le système; si elles 
ne produisent pas réellement les efforts qu’elles produi- 
raient si elles étaient seules, elles ne se détruisent pas en- 
tre elles, et dès lors on ne saurait affirmer que l’équilibre 
ne sera pas rompu si on les supprime. 

Enfin ou peut, sans détruire l’équilibre , supprimer un 
groupe de forces telles que des forces respectivement éga- 
les et appliquées aux mêmes points en sens contraire se- 
raient en équilibre si elles existaient seules sur le système. 
En effet, on 11 e dérange pas 1 équilibre primitif eu intro- 
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(luisant çcs dernières forces; mais chacune d’elles détrui- 
sant la force égale et contraire appliquée au même poiut, 
on peut les supprimer l’une et l’autre en chaque point 
sans déranger l’équilibre, et il ne reste plus que les forces 
primitives, moins le groupe en question. 

Ces principes, bien simples, sont d’uiie grande utilité, 
h cause des transformations sans nombre qu’ils permet- 
tent de faire. 

{ 

3 . Lorsqu’une force P est appliquée à un point libre A , 
on peut, sans changer son effet, quel qu’il soit, lappliquer 
à tout autre point B de sa direction, pourvu que ce point 
soit lié invariablement au premier. Si le point B est situé 
par rapport à. A du côté où s'exerce Faction de la force P, 
il suffit que la distance AB ne puisse augmenter; ce qui 
sera Je cas, par exemple, où ces deux points seraient liés 
par un corps extrêmement délié , éminemment ilexible et 
inextensible. Nous donnerons dorénavant le nom de fil à 
un pareil corps, et nous le considérerons comme n’ayant 
de dimension que dans le sens de la longueur. Si le point 
B était de l’autre côté de A, il suffirait que la distance AB 
ne put diminuer, comme cela arriverait si le point B était 
posé contre un obstacle inflexible lié invariablement au 
point A. 

Pour le démontrer, dans le premier de ces deux cas, 
appliquons aux extrémités de la droite inextensible AB 
(fi g. 10) deux forces égales à P, et agissant suivant la 
droite AB dans les directions AP', BP"; elles se détruiront 
évidemment, à cause de la symétrie dans les deux sens, et 
le système ne sera pas changé. Mais les deux forces égales 
P, P', appliquées au même point .en sens contraires, se 
détruisent ; et il ne reste plus que la force P ", qui n’est 
autre que la force P transportée au point B de sa direc- 
tion. On raisonnerait d’une manière analogue si le point B 
était situé de l’autre côté du point A. 
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Mais il est important de remarquer que la forer ne 

saurait être transportée parallèlement à elle-même en un 
point qui ne serait pas sur sa première direction , et plus 
généralement qu’une force ne peut être remplacée, sur nu 
système libre, par une autre qui n’agirait pas suivant la 
. même ligne droite. _ 

Pour cela on observera d’abord que deux forces qui ne 
sont pas directement opposées ne peuvent jamais se dé- 
truire, sur un système de points entièrement libre. F.ti \ 
efi’et, si elles étaient en équilibre , elles y seraient encore 
lorsque l’on fixerait le point d’application de l’une d’elles, 
ce qui détruirait son action. 11 ne resterait donc plus 
qu’une seule force dont la direction ne passerait pas pat- 
te point fixe autour duquel le système peut tourner : or, 
nous admettons comme une tirs données premières de 
l’expérience, que, dans ce cas, la force le mettra en mou- 
vement. D’où il résulte que les deux forces en question 
n’étaieut pas eu équilibre. 

Cela posé, soient A ( Jig . 1 1 ) le point auquel est ap- _ 
pliquée une force P, et B un point lié invariablement au 
premier. L’elTel de la force P ne sera pas changé, si nous 
appliquons en. B deux forces P, P' égales, parallèles à une 
certaine, direction quelconque et de sens contraire. Or, 
pour que le système se réduisît à. la force P", il faudrait 
que P et P se détruisissent, ce que nous venons de démon- 
trer impossible. Donc la force P ne peut être remplacée 
par aucune force appliquée eu un point situé hors de sa 
direction primitive. Et, par conséquent, toutes les fois 
qu’on pourra prouver qu’une force, agissant sur un sys- 
tème libre , peut , sans changer d’eljet , être remplacée par 
une autre, appliquée en un certain point, on en conclura 
nécessairement que sa direction passait par ce point. 

11 est facile de reconnaître, en outre, que cette nou- 
velle forcé doit être égale à la première ; car il a été dérnon- 
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tré que, dans la position où elle se trouve, elle pourrait 
remplacer la première si elle lui était égale; donc, si elle 
était plus grande ou plus petite, elle ne produirait pas le 
même effet que la première , ce qui est contre l’hypothèse. 

4 . Avant d’aller plus loin, nous allons montrer, par 
un exemple très-simple, combien il est nécessaire d’avoir . 
. égard à l’observation que nous avons faite au sujet d’un 
des principes précédents. 

Soient A et B (Jig- 12) deux points liés de telle sorte, 
qu ils ne puissent s’éloigner l’un de l’autre, mais qu’ils 
puissent se rapprocher. Que l’on applique au point A deux 
forces égales et contraires P, P' dans la direction de la 
droite AB, et que l’on applique à B deux forces Q, Q' 
égales aux premières, et agissant en sens contraire sui- 
vant la ligne AB. 11 y aura équilibre dans le système, puis- 
qu’il y a équilibre en chaque point. Or, les deux forces 
P, Q seraient en équilibre si elles agissaient seules sur le 
système AB, et cependant on ne peut les supprimer sans 
rompre l’équilibre des quatre forces; car il resterait les 
deux forces P' et Q, qui 11e se détruiraient pas, puisque 
les deux points A et B peuvent se rapprocher par hypo- 
thèse. Or, il est facile de reconnaître que le groupe P, Q' 
ne rentre dans aucun des deux ras que nous avons indiqués 
pr écédem ment. 

En premier lieu , les deux forces P et Q' 11e se détruisent 
pas effectivement, et ne produisent pas sur AB l’effort 
qu’elles produiraient si elles y étaient seules appliquées. 
La force P est détruite par P', et n’agit que sur le point A ; 
il en est de même des forces Q et Q' en B, et il n’en ré- 
sulte aucune action entre les points A et B, qui ne cesse- 
raient pas d’être en équilibre quand même il n’existerait 
aucune liaison entre eux. 

En second lieu, les forces P' et Q, égales et opposées à P 
et Q , ne seraient pas en équilibre si elles agissaient seules 


Digitized by Google 



PREMIÈRE ANNÉE. --- STATIQUE. 33 

sur le système , puisque les points A et B peuvent se rap- 
procher. 

Donc enfin, on ne pouvait affirmer qu’en supprimant 
les forces P et Q' on ne détruisait pas l’équilibre ; et nous 
avons vu qu’effectivement il se trouverait détruit par cette 
suppression ; 

S. Considérons un système de points liés entre eux 
invariablement, et entièrement libre dans l’espace 5 si des 
forces appliquées à ce système sont telles qu’ilyaurait équi- 
libre en introduisant une nouvelle force P, l’ensemble des 
premières pouvait être remplacé par une seule force égale 
et directement opposée à P. En effet, 011 ne changera pas 
l’effet des premières forces en introduisant la force P con- 
jointement avec une autre égale et opposée. Or, par hypo- 
thèse, P détruit l’ ensemble des premières; donc il ne reste 
que la force égale et opposée à P. Cette force unique, qui 
peut en remplacer plusieurs autres, s’appelle leur résul- 
tante, et les premières s’appellent scs composantes.: on 
voit que la recherche de la résultante rentre dans le pro- 
blème de l’équilibre. 

"Lorsque plusieurs forces sont appliquées à un même 
point, et qu’elles ne sont pas en équilibre, elles ont tou- 
jours une résultante; car le. point tend, par leur action, 
à se mouvoir dans une certaine direction déterminée, et, 
si l’on appliquait en sens contraire une force d’une in- 
tensité convenable, on empêcherait évidemment le mou- 
vement de se produire, et l’équilibre aurait lieu. Donc, 
d’après ce que nous venons de dire, les forces proposées 
avaient une résultante. 

( 5 . Lorsqu’un point est sollicité, par trois forces en 
équilibre, et qui agissent sur lui , par exemple, par l’inter- 
médiaire de fils flexibles, 011 ne voit aucunç raison pour 
que l’une quelconque d’entre elles soit d’un côté du plan 
des deux autres plutôt que du côté opposé; et l’expérience 
i Tt anncc. 3 
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montre, en effet, que les directions de ces trois forces, qui 
sont celles des fils eux-mêmes , sont toujours dans un même 
plan. On peut reconnaître de plus qu’elle est dirigée dans 
l’intérieur de l'angle formé par les directions des deux 
forces, ce qui revient à dire que le point sollicité par ces 
. forces se mouvrait dans l’intérieur de cet angle. En effet, 
si le point n’était sollicité que par l’une des forces, il se 
mouvrait dans sa direction même; mais I autre force ten- 
dant à l’écarter de cette ligne., il devra se mouvoir du 
côté où est située cette seconde force. En raisonnant de la 
même manière , en sens inverse, on voit que le point ne 
peut se mouvoir que dans la partie du plan qui se trouve 
comprise entre les directions des deux forces. Donc la 
force unique qui remplacerait ces dernières a sa direction 
dans l’angle qu’elles forment entre elles. On peut ajouter 
cjue l’expérience confirme cette induction en montrant 
que quand trois forces appliquées à un point libre se dé- 
truisent, l’une quelconque d’entre elles a son prolonge- 
ment dans l’angle des deux autres. 

On lire de là cette conséquence, que la résultante de 
deux forces, appliquées à un mèrüc point, est toujoufs 
comprise dans le plan et dans l’angle de ces forces. 

Dans le cas où les deux forces sont égales , la direction 
de leur résultante nè peut être que celle de la droite qui 
divise leur angle en deux'parties égales; et c’est aussi ce 
que donne l’expérience. 

7. Lorsque deux forces égales sont appliquées à un 
même point, elles peuvent être transportées parallèlement 
à elles-mêmes en un point quelconque de la bissectrice de 
leur angle, pourvu qu’il soit lié invariablement au pre- 
mier. Car ces forces peuvent être remplacées par une seule, 
dirigée suivaqt cette bissectrice, et qui peut être appliquée 
en un quelconque dé ses points : or, en ce point, elle peut 
être décomposée comme au premier point d’application . 
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et l’on aura ainsi deux forces égales et parallèles aux pre- 
mières, appliquées en un point quelconquede la bissectrice. 

Résultante de deux forces quelconques appliquées à un 
même point. ' 

8. Nous considérerons d’abord deux forces commen- 
surables. Soient P, Q (fig. i3) ces forces, A leur point 
d’application; AM., AN des longueurs proportionnelles à 
ces forces; fn, n deux nombres entiers, tels que l’on ait 
P : Q :: m : n :: AM : AN; partageons les longueurs AM, 
AN en parties égales AB, BC, AH,. . . dont les nombres 
soient respectivement m , n ; ces diverses parties représen- 
teront des forces, dans lesquelles on pourra décomposer les 
premières. Menons par les points B, C, . . des parallèles 
à AN, et par les points H , K , ... des parallèles à AM ; ces 
droites partageront le parallélogramme AMIN en lo- 
sanges égaux. Cela posé , les deux forces égales AB, AH 
peuvent être transportées parallèlement à elles-mêmes au 
- point D de la bissectrice de leur angle; elles seront alors 
dirigées suivant les deux côtés BD, HD qui les représente- 
ront aussi en longueur. En agissant de la même manière 
sur les deux forces BD, BC, on les transportera sur DE, 
CE ; et , en continuant ainsi , la force AH sera transportée 
en MF, et AMen HF. De même, les forces IIK, HF pourront 
être transportées en FG, KG , et ainsi de suite ; de sorte 
que les deux forces AM, AN seront transportées en NI, 
MI, sans que leur effet soit changé. Or, elles donneraient 
en I une résultante égale et parallèle à celle qu’elles don- 
naient en A : donc, d’après ce que nous avons démontré 
précédemment , le point I appartient à la direction de 
cette dernière. • , 

Il suit de là que la résultante de deux forces cornmen- 
surab/es est dirigée suivant la diagonale du parallélo- 

a. 
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gramme construit sur /es lignes t/ui représentent ces 

forces en grandeur et en direction. 

On peut passer de la au cas des forces incommensura- 
bles par la considération des limites. On peut encore em- 
ployer la réduction à l’absurde, comme il suit. 

Si la diagonale AI ( fig . i4) n’qs't pas la direction de la 
résultante des forces incommensurables AM, AN, soit AH 
cette direction. Par le point H, où elle rencontre l’un des 
devis côtés du parallélogramme, menons la parallèle IIK. à 
l’autre côté ; nous pourrons prendre entre M et K un point 
B, tel que AB soit eommensurable avec AN, et alors la 
diagonale AC du parallélogramme NABC donnera la di- 
rection de la résultante des forces AN, AB. Il faudrait 
’ douG-qu’en la composant avec la force représentée par BM, 
et qu’on peut supposer appliquée au point A, on trouvât la 
résultante des deux forces données, tpii est dirigée sui- 
vant AU par hypothèse; ce qui est absurde, puisque cette 
direction n’est pas comprise dans l'angle CAM des deux 
forces composantes. 

Donc, quel que soit le rapport des forces, leur résul- 
tante est dirigée suivant la diagonale du parallélogramme 
construit sur les droites qui les représentent. • 

9. 11 reste encore à déterminer l’intensité de la résul- 
tante des deux forces P,Q. Pour cela nous observerons que 
si nous appliquons suivant la direction A \( Jig. i5)oppo- 
sée à celle de la diagonale AI, une force R égale à la ré- 
sultante, il y aura équilibre entre les trois forces P, Q, R. 
La force Q, par exemple, sera donc égale et opposée à la 
résultante des deux autres P, R; et par conséquent, si 
par le point P uous meuons une parallèle à AX, qui 
coupe en B le prolongement de AQ, et que, par le point B, 
nous menions BC j^rallèle à AP, la longueur AC repré- 
sentera la force 1 R; car toute autre grandeur, conjointe- 
ment avec AP, donnerait un parallélogramme dont la dia- 
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BPs= Aly. 

donc la résultante des deux forces P et Q est égale à Al ; 
et, par conséquent, la diagonale du parallélogramme 
construit sur les deux forces représente, en grandeur et 
en direction, la résultante de ces forces. 

Les deux forces P, Q, et leur résultante R , sont donc lés 
trois côtés d’un triangle dont les angles sont respective- 
ment ceux que la direction de la résultante forme avec 
.celle des deux autres, et le supplément de l’angle que for- 
ment entre elles ces deux dernières. Chaque force peut 
donc être représentée par le sinus de l’angle des deux au- • 
très; ce qui s’exprimera ainsi : 

$ P t Q : R : : sin QR ; sin PR : siu PQ ; 

■ ' ■ . 

ou a, de plus, 

R’ = P ! -f- Q 1 -+- aPQ cosPQ. 

Si l’angle PQ est droit, ces relations deviennent 
P = R cos PR, Q = R cosQR, R 1 = P' -+- Q 1 . 

Toutes les questions que l’on peut se proposer sur la ' 
composition de deux forces appliquées à un même point, 
ou sur la décomposition d’tlne force en deux autres, sont 
donc ramenées à la construction ou à la résolution d’un 
triangle; et il serait superflu d’entrer daus plus dê détails 
à cet égard. 


Composition et équilibre de forces en nombre quel-» 
conque applûpiées à un point libre. 

10. La résultante de deux forces appliqué»» à un même . 
point étant représentée en grandeur et en direction parla 
diagonale du parallélogramme construit sur les droites qui 
représentent ces forces en grandeur et en direction , il s’en- 
suit «pie pour avoir la résultante d’un nombre quelconque 
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de forces P , P , P", etc. , appliquées à un point A , et re- 
présentées par les droites AP, AP , AP" , etc. , on pourra 
composer d’abord les deux forces P et P , puis leur résul- 
tante avec P', cette nouvelle résultante avec P”, et ainsi 
de suite, jusqu’à 'la dernière force. D’où il suit que si l’on 
construit un polygone APBCD ( jig. 16), dont les côtés 
soient égaux et parallèles auxdroites AP , AP', etc. , et que 
l’on joigne le point A au dernier sommet D, la ligne AD re* 
présentera, en grandeur et en direction, la résultante de 
toutes les forces. 

On conclutde là que la condition nécessaire et suffisante 
pour que les forces appliquées à un point libre soient en 
équilibre , consiste en ce que le point extrême D se con- 
fonde avec le poi ut A; c’est-à-di re qucle polygone APB, . . ,,D 
soit fermé. Lorsque les forces sont au nombre de trois , et 
que leurs directions ne sont pas dans un même plan , il est 
facile de voir que la construction indiquée donne, pour 
la grandeur .et la direction de la résultante, celles de 
la diagonale du parallélipipède construit sur ces trois 
forces. 

i 1 . Les polygones fermés , plans ou gauches , jouissent 
de cette propriété , que si on les parcourt entièrement dans 
l’un ou l’autre sens , la somme des produits de chaque côté 
parle cosinus de l’angle que fait la direction suivant la- 
quelle il est parcouru, avec une direction tixe, est égale à 
zéro. 

Donc, lorsqu’un système de forces appliquées à un point 
libre est en équilibre , la somme des produits de ces forces 
par les cosinus des angles formés par leurs directions avec 
une même direction quelconque est nulle. Réciproque- 
ment, si cette propriété avait lieu relativement à une di- 
rection quelconque, le polygone serait nécessairement 
fermé; et, par conséquent , il y aurait équilibre. Mais il 
est facile de voir qu’il suffit pour cela qu’elle ait lieu pour 
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trois directions partant d'un même point. et non comprises 
dans un même plan; car, si le polygone n’était pas fermé, 
la somme dont il s’agit ne pourrait être nulle que pour 
\ les directions perpendiculaires à la droite qui joindrait les 
deux sommets extrêmes ; or, cette droite ne peut pas être 
perpendiculaire à trois directions partant d’un même 
point, et non comprises dans un même plan. Donc , si la 
somme est nulle pour ces trois directions, le polygone est 
fermé, et il y a équilibre. On peut «loue énoncer la propo- 
sition suivante : 

Pour que des forces appliquées à un point libre se dé- 
. triusenl , il est nécessaire et suffisant que les sommes dés 
projections de ces forces sur trois directions non com- 
prises dans un même plan, soient séparément égales à 
séio. 

Il est clair, d'après ce qui précède, que dans cet -énoncé 
nous regardons comme positives les projections des forces 
qui fout un angle aigu avec la direction li\o, et comme né- 
gatives, celles des forces qui font un angle obtus. Le plus 
ordinairement, on prend ces trois directions perpendicu- 
laires entre elles. Si donc on désigne par a , G, y les angles 
formés par la direction d’une force quelconque P , avec les 
directions des axes positifs X , Y , Z, et que l’on désigne par 
le signe £ la somme des termes Sembla blés, relatifs à toutes 
les forces, les conditions de l'équilibre seront exprimées 
par les équations 

£Pcosa = o, SPcosÇ=o, ï Ptosy = o. 

12. Si les forces ne sont pas en équilibre, désignons 
par R leur résultante , et par a , b , c les angles formés par 
sa direction avec les axes : il y aura équilibre en introdui- 
sant dans le système une force égale à R et directement 
opposée, c-’est-à-dire faisant avec les axes les angles 
t: — a , a — b , 7t — c, dont les cosinus sont égaux et de si- 
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gués contraires à ceux de a , b , c -, on aura donc 

Z P cos a — Rcos a=o, Z P cos 6 — R cos b — o , 

Z P cos 7 — R cos c = o, 

OU 

R cos fl = Z P cos a, R cos b = Z P cos 6, R cos c = Z P cos 7 . 

Ces équations s’obtiendraient immédiatement par 1 ^ con- 
sidération du polygone APRDA, qui montre que la projec- 
tion de la résultante sur une direction quelconque est 
égale à la somme algébrique des projections des compo- 
santes. Elles déterminent la direction et la grandeur de la 
résultante. Si l’on fait, pour abréger , 

. Z P cos a = X , Z P cos ê = Y , Z P cos 7 = Z , 


on trouvera R = -f-Y * -(-Z * , 

Y 


X 

cos a = ~ 5 

. X\ 


COS 


sô — ■ 


R 


cos c = 


13 . L’expression de la résultante peut être rendue in- 
dépendante de la direction des axes. En effet, si on forme les 
carrés deX,Y,Z,enobservantquecos , «-(-cos , c-(-cos ! y=i, 
et que pour les directions de deux forces P et P faisant 

entre elles un angle désigné par PP', 011 a 

cos a cos a' -+- cos 6 cos S ' -+- cos 7 cos 7' = cos PP', 


on obtiendra 


R = Z P 1 2 Z PP ' cos P P'. 


14 . On peut obtenir ces résultats par des considérations 
différentes. Si , suivant la règle du parallélipipède des 
forces, on décompose chacune des forces P , P', etc. , sui- 
vant les trois axes rectangulaires . les composantes de la 
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force quelconque P seront P cos a , Pcos c , P cos y, et l’on 
remarquera que, d’après les signes des cosinus , ces com- 
posantes seront positives quand elles agiront dans le sens 
des axes positifs , et négatives quand elles agiront en sens 
contraire. Donc, si l’on fait la somme algébrique des com- 
posantes qui sont dans le même axe, on aura la grandeur 
et le signe de la force à laquelle elles se réduisent. Ainsi 
toutes les forces seront remplacées par trois autres, agis- 
sant suivant les axes, et ayant pour valeurs respectives 

2 P cos x, ï P cos 5 , 2 P cos 7. 

Or il ne pourrait y avoir équilibre si elles n’étaient pas 
nulles séparément, car elles se composeraient en une seule 
qui ne serait pas nulle; les conditions nécessaires et en 
même temps suffisantes pour l’équilibre sont donc 

2 Pcosa = 0, 2Pcos6 = 0, 2 P COS 7 = O. 


S’il n’y a pas équilibre, ces trois forces donneront pour 
résultante du système , la diagonale du parallélipipède dont 
elles seront les arêtes. D’où l’on conclura encore, en posant 


2 P cos a = X, 2Pcos6 = Y, 2Peosy = Z, 

R = \/X’ -f- Y> 4- 7 J, 
et 

X , Y Z 

cosa = — , cos u = — - 1 cos c — — • 


15. Si les trois directions, choisies pour la décomposi- 
tion des forces, ne sont pas rectangulaires, il- sera tou-, 
jours nécessaire et suffisant que les sommes algébriques 
des composantes soient nulles suivant chaque axe, en af- 
fectant de signes contraires celles qui sont en sens opposé. 
Les trois équations de l’équilibre n’ont pas la môme forme, 
parce que les parallélipipèdcs sont obliques; mais elles 
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constituent un système équivalent à celui que donne- ■ 
raient trois axes rectangulaires, puisque l’un et l’autre 
système sont nécessairesetsuffisants pour l’équilibre. D’ail- 
leurs le calcul montrerait que chacun de ces systèmes en- 
traîne l’autre, et que, par conséquent, ils sont équiva- 
lents; mais cette vérification étant inutile, et le calcul un 
peu long, nous nous dispenserons de le rapporter ici. 

16. Nous appellerons quelquefois force estimée sui- 
vant une direction , la projection de cette force sur cette 
direction; c’est la composante déterminée que l’on trouve 
en décomposant la force en d’autres, dont l’une soit dans 
cette direction et les autres dans le plan perpendiculaire. 
Ainsi, dans les formules précédentes, Pcosa,PcosS, 

P cos y sont respectivement les valeurs de la force P esti- 
mée suivant les axes des x, des y et des z. 

Ei/uilibrc d'un point assujetti à rester sur une surface 
ou une courbe fixe. 

17. Si un point, situé sur une surface qu’il ne peut quit- 
ter, est sollicité par une force normale à celte surface, il 
restera en équilibre; car toutes les directions suivant les- 
quelles il pourrait se mouvoir étant semblablement placées 
par rapport à la force, il n’y a aucune raison pour qu il 
prenne l’une plutôt que l’autre, et, par conséquent, il 
n’en prendra aucune : Ce principe est confirmé par toutes 
les expériences. Mais si le point est sollicité par une force 
oblique, on peut la décomposer en deux autres, dont 
l’une soit normale et l’autre dans le plan tangent; ia pre- 
mière est détruite par la résistance de la surface, mais l ien 
ne s’oppose à ce que la seconde mette le point en mouve- 
ment, si l’on suppose qu’il puisse se môuvoir librement 
sur la surface dans toutes les directions. C’est ce qui n’au- 
rait pas nécessairement lieu s’il y avait ce que l’on appelle 
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un frottement; mais nous eu faisons abstraction pour le 
moment , et nous supposons tous les mouvements entière- 
ment libres sur la surface. 

Une surface ne pouvant détruire que les forces qui lui 
sont normales, produit toujours le même clfet qu une 
force égale à la somme de celles qu’elle détruit et agissant 
dans la direction normale opposée. 11 en est de même de 
la résistance d’une courbe sur laquelle un point peut se 
mouvoir librement. Elle détruit les forces dont la direc- 
tion est comprise dans le plan normal mené au point d’ap- 
plication, et n’en détruit aueuue autre. Sa résistance 
pourrait donc toujours être remplacée par une force nor- 
male, égale et contraire à la résultante de celles qu’elle 
■ détruit. 

18. Cela posé, soit F (x, y, ü)= o l'équation d’une 
surface sur laquelle doit rester un point sollicité par des 
forces quelconques, P, P ,...; il n’est plus nécessaire pour 
son équilibre, que ces forces sc détruisent; il suffit que 
leur résultante soit normale à la surface, et, par consé- 
quent, que les cosinus des angles formés avec les axes par 
la direction de la résultante soient proportionnels à ceux 
qui se rapportent à la normale. Or les premiers sont 
entre eux comme les quantités désignées précédemment 
par X, Y, Z. Les autres sont entre eux comme les déri- 

. „ d F d F r/F 
vces partielles — y — — » — — 

1 dx djr di 

Les conditions d’équiiibre sont donc exprimées par les 
équations 

(JTÉ = É' ; ■ : ; 

Si ces équations n’étaient pas satisfaites, il îi’y aurait pas 
équilibre; si l’on voulait savoir en quel point de la sur- 
face les forces proposées seraient détruites, il faudrait.- 
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trouver les valeurs de .r, r, z, qui satisferaient à ces deux 
équations et à celle de la surface- 

Si la surface ne résistait que dans uu sens, il faudrait 
s'assurer si la résultante des forces agit dans le sens con- 
traire . sans quoi elle ne serait pas détruite. Ce cas est t 
celui d’un point qui ne serait que posé sur une surface 
qu’il ne pourrait pénétrer, mais dont il pourrait être dé- 
taché. 

19. Si le point était assujetti à rester sur une courbe 
donnée, il faudrait, pour qu’il fût en équilibre, que la 
résultante fût perpendiculaire à la tangente. Or, cette 
dernière ligne fait avec les axes des angles dont les cosinus 

Ax Ay Az , , . , , .■ . , 

sont — » — et sont déterminés par les équations de la 

, ils As As . 1 1 

courbe. La condition d’équilibre sera donc exprimée par 

l’équilibre > 

„ rér „ Ay „ ilz 

' x 7û^ Y 7h- hZ 7s~°’ 


. ou simplement Xdx-\-Ydy-\- 7j(Iz — q\ dx, c/y, dz étant 
les différentielles des coordonnées des points de la courbe, 
correspondantes à une variable indépendante quelconque. 

Si cette équation n’était pas satisfaite pour le point 
donné , il n’y aurait pas équilibre. On déterminerait ‘ 
le point de la courbe où les forces données seraient dé- 
truites, eu cherchant les valeurs de x, y % a, qui satisfe- 
raient à cette équation et aux deux équations de la courbe. 

A ulrc .manière d'avoir égard à la résistance des sur- 
faces courbes. 

20. La résistance d’une surface ou d’une courbe pro- 
duisant toujours une force normale, on -pourrait substi- 
tuer cette dernière à la surface ou à la courbe , et consi- 
•. durer alors le point comme entièrement libre. La grandeur 

’ï '•* • p : r «- 
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du celte force sera une des inconnues de la question ; sa di- 
rection sera dans l'un ou l’autre sens de la normale, s’il 
s'agit d une surface , et ne sera assujettit; qu’à être perpen- 
diculaire à la tangente, s’il s’agit d’une courbe- 

21. Considérons d’abord le cas d’une surface dont l'é- 
quation soit F (.r, z) = o; soit N l'intensité de la 
force normale qui la remplace, les cosinus des angles 
qu’elle fait avec les axes seront 


±.v£, ±V'1 F , ±v?, 

(Ix tly ( (z 


en faisant 


Les signes supérieurs correspondront à l’un des deux sens 
de la normale , et les signes inférieurs à l’autre. Mainte- 
nant v le point devant être considéré comme libre, lés équa- 
tions d’équilibre seront 


X±NV^ = o, 
dx 


<IF d F 

Y±NV-- = o, Z rh NV — . = o ; 
dv dz 


d’où, en éliminant NV, 
X 


rfF 

dx 


) (?) -m 


Ces deux équations sont nécessaires et suffisantes pour 
l’équilibre, parce qu elles en remplacent deux des précé- 
dentes, et que la troisième sera toujours satisfaite en pre- 
nant une valeur Convenable de N et un signe convenable 
pour le second terme. 

Mais on calculera plus facilement N en changeant ces 
seconds termes de membres et élevant eu carré, -puis 
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ajoutant les trois équations. Ou trouvera ainsi .N égal à 
yx’4- Y* -4- Z* ou à la résultante des forces données ; et 
l’on prendra toujours ce radical positivement. Quant au 
sens de celle force, il sera déterminé immédiatement dans 

chaque cas, puisque les signes de Z et sont connus et 

,/F 

que N et V sont positifs; l’équation X rt NV — = o ap- 
prendra donc s’il faut prendre les signes supérieurs ou 
inférieurs : les deux autres équations l’apprendraient de 
même. 

22. Considérons maintenant un point assujetti à rester 
sur une courbe dont les équations soient 

F (-r, y, z) = o , f[x, yr, z) = o. 

J. a force N, qui remplace la résistance de la courbe, peut 
avoir une direction normale arbitraire. On aura donc 

dx dr di ' 

— - cosn H — — cos b -+- — cos c = o, 
da ds as 

a, b, c désignant les angles qu’elle fait avec les axes. Les 
. équations d’équilibre seront 

X -f- N cosn =s o, Y -t- N'cost = o, Z -F N cosr = o. 

On éliminera les inconnues a, b, c, N en multipliant 

dx dr dz . 

ces équations, respectivement par — , —t — , et les ajou- 
tant; on trouve ainsi , en vertu de la précédente, 

/ ■ * 

équation nécessaire et suffisante pour que les quatre équa- 
tions puissent avoir lieu en même temps. Les trois précé- 
dentes détermineront la grandeur et le signe des compo- 
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sautes N. cosa, i\ ros h , IVcose’, qui soûl égaies et du signes 
contraires a X, Y, Z; et, par conséquent, la résistance de 
la courbe est une force égale et opposée à la résultante des 
forces données, comme cela doit être évidemment quand 
il' y a équilibre. 


Résultante île deux foires parallèles. 

23. Soient deux forces P, Q (fîg. 1 6 ) ’ parallèles, 
et agissant dans le même sens sur deux points A , B liés 
invariablement entre eux. Appliquons en A et B deux 
forces égales et contraires, agissant suivant la droite qui 
joint ces deux points-, elles se détruiront, et la résultante 
totale né sera pas changée. Soient AM, BjN les lon- 
gueurs qui représentent ces forces. On pourra rempla- 
cer P et AM par la force représentée par la diagonale AC; 
et de même Q et BN par BD. Ces deux directions se ren- 
contrent en un point I , que l’on supposera lié au système, 
et auquel on appliquera les deux forces AC, BD. Or, si , 
par ce point I , on mène des parallèles à AB et aux forces, 
on pourra décomposer chacune des deux forces qui y sont 
■ appliquées, de la même manière qu’elles étaient décompo- 
sées en A et B, et l’on aura les deux parallélogrammes 
EIHG, IFLK. respectivement égaux à MAPC, BNDQ. Les 
deux forces El, IF, égales et opposées, se détruiront; et il . ' 
ne restera que les deux forces IH, IK, ou P et Q, qui s’ajou-. 
teront. D’où l’on conclut d’abord que les deux forces ont 
une résultante qui leur est parallèle , de même sens, 
égale à leur somme, et dont la direction passe entre A 
et B. Pour déterminer entièrement sa position , cherchons 
le point O où elle rencontre AB. Les triangles semblables 
donnent 


ao : GH r: io : ih, -kl : bo :: ik ; io. 


v r 
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Multipliant ces deux proportions par ordre, cl observant 
que l'on a 

IH=P, 1K=Q, GH = KL, 

il vient 


ao : bo :: Q : P, 


ce qui montre que les deux segments dans lesquels la ré- 
sultante divise AB sont réciproquement proportionnels 
aux deux forces} ou que les produits de chaque force par 
le segment adjacent sont égaux. 

Les deux forces P, Q pouvant être représentées par ces . . 
deux segments, leur résultante, qui est leur somme, le sera 
elle-même par la longueur AB; de sorte que chacune des 
trois forces sera représentée parla partie de la droite AB, 
comprise entre les directions des deux autres. 

Le point O jouit de la propriété remarquable de ne dé- 
pendre nullement de la direction absolue des deux forces; 
il reste le même, pourvu que celles-ci restent parallèles et 
de même sens, et que les points d’application restent les 
mêmes; les deux forces peuvent même changer de gran- 
deur, pourvu qu’elles conservent le même rapport. Ce 
point est celui que nous appellerons spécialement le point. 
tV application de la résultante. 

Si l’on désigne par R la résultante, la proposition qui 
vient d’être démontrée est exprimée par les relations sui- 
vantes : 

R = P 4- Q , AB = AO 4- OB , 

p : Q : R : : ob : oa : ab. 


Elles équivalent à trois équations distinctes, et donnent 
lieu à divers problèmes très-simples que nous nous dis- 
penserons d'examiner. Il suffira toujours, pour les résou- 
dre, que l’on connaisse trois des six quantités P, Q,R, 
OA,OB, AB. 

7 " / t 

Supposons maintenant les deux forces P, Q dirigées 
dans des Sens. différents, et soit P > Q.' . . : 
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Décomposons la force P (Jig- 18) en deux autres paral- 
lèles et de même sens, dont l une soit égale et directement 
opposée à Q; cela est possible, d’après la proposition pré- 
cédente , et l'une de ces composantes détruisant la force Q , 
la seconde restera seule, et sera, par conséquent, la résul- 
tante cherchée. Son point d'application sera en dehors de 
"AB, et dii côté de la plus giande force P; elle sera égale 
à P — Q , et son point d’application X sera déterminé par 
la proportion 

ax : ab :: q": r ; 

et comme , 

R = P - Q, 


on aura 


AX = 


Q 

P-Q 


X AB. 


Ainsi , en exceptant le cas où P = Q, deux forces paral- 
lèles, et de sens contraire, ont toujours une résultante, qui 
leur est parallèle , dirigée dans le sens de la plus grande , en 
dehors des directions des deux forces , et du côté de la plus 
grande; elle est égale à leur différence, et chacune de ces 
trois forces est proportionnelle à la distance des deux au- 
tres. Le point X, situé sur la droite qui joint les points 
(Inapplication des deux forces, est encore indépendant de 
la direction et de la grandeur absoluede ces forces; et c’est 
encore lui que nous désignerons sous le nom de point d’ap- 
plication de la résultante. 

Si les deux forces étaient égales, l’inconnue AX devien- 
drait- infinie, ce qui annonce une inq>ossibilité. Il n’y a 
donc pas alors de résultante, et il est facile de s’en con- 
vaincre directement. En effet, supposons que les deux forces 
égales P et Q ( Jig . «9) aient une résultante, et faisons 
tourner le système entier de deux angles droits autour du 
milieu Ode AB, de manière que les deux forces P et Q se 

‘ l" aqnée. 4 

- - • ' I 
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remplacent l’une l'autre, et, par conséquent, donnent en- 
core la même résultante. Leur 1 résultante primitive sera 
transportée symétriquement par rapport au pointO,si elle 
est dans le plan des forces ; et, dans le cas con traire, elle ne 
sera pas dans un même plan avec sa première position. 
Or, si ces deux forces pouvaient se remplacer l’une l’au- 
tre, il y aurait équilibre entre l’uhe des deux et l’autre, 
prise en sens contraire, ce qui est absurde, puisque ces 
deux dernières ne seraient pas directement opposées. 

Un pareil système de forces a été nommé couple par 
M. Poinsot, qui en a fait un élément essentiel de la méca- 
nique. 

Composition cl équilibre d’un système île forces 
parallèles. 

24. Considérons maintenant un nombre quelconque de 
forces parallèles, non situées dans un même plan; et 
d'abord supposons-les toutes de même sens. En compo- 
sant deux d’entre elles en une seule , puis cette nouvelle 
force avec une troisième, et continuant ainsi jusqu’à 
la dernière des forces données, on obtiendra une résul- 
tante parallèle aux forces et égale à leur somme. Sa di- 
rection passera par un point qui ne dépendra que -de la 
position des points d’application des forces données et du 
rapport de ces forces, mais nullement de leur grandeur 
absolue ni de la direction à laquelle elles sont parallèles. 
Tout cela résulte immédiatement de ce qui a été démon- 
tré sur la composition de deux forces parallèles. 

Si les forces ne sont pas toutes dirigées dans le même 
sens, on composera en une seule toutes celles qui sont dans 
un même sens, et le système sera réduit d’aliord à deux 
forces respectivement égales à la somme de celles qui tirent 
dans chacun des deux sens. Elles se composeront généra- 
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Ionien l eu uue seule égale à leur différence, tirant dans le 
sens de la plus grande,- et dont le point d’application ne 
dépendrà que des positions des points d’application de 
toutes les forces et du rapport de ces forces. Ce point re- 
marquable se nomme centre des forces parallèles . 

Si les deux résultantes partielles étaient égales, mais 
uon directement opposées, le système n’aurait pas de ré- 
sultante; il se réduirait à un couple. 

» ' ! N 

Translation cl transformation des couples. 

25. La considération des couples est due à M. Poinsot, 
qui a fait connaître les lois remarquables de leur composi- 
tion et leur usage dans la mécanique. Nous ne ferons, à 
cet égard , que reproduire la théorie de cet illustre géo- 
mètre. 

On nomme bras de levier d’un couple la perpendicu- 
laire comprise entre les directions des deux forces qui le 
composent, et aux extrémités de laquelle on peut suppo- 
ser ces forces appliquées. Le moment d’un couple est le 
produit de l’une de ces forces par le bras de levier. 

Il y a à distinguer deux sens pour les couples qui sont 
dans un même plan. A cet effet , ou imaginera que l’on fixe 
le milieu du bras de levier de chacun d’eux , et que ces 
bras de levier prennent le mouvement que tendent à 
leur imprimer les forces qui sont appliquées. Il peut y 
avoir deux sens différents pour ces mouvements, et les 
couples pour lesquels ils seront les mêmes seront dits 
couples de meme sens. 

Pour désiguer d’une manière commode le sens d’un cou- 
ple, nous concevrons , par le milieu de son bras de levier, 
uue perpendiculaire à son plan , du côté où un observa- 
teur, placé le long de cette ligne, les pieds contre le plan , 
verrait le mouvement s’exécuter de gauche à droite. La 

4 " 
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direction de cette perpendiculaire, prise à partir du plan, 
est , ce que nous nommerons la- direction de l’axe du 
couple. 

On peut remarquer que c’est aussi celle de l’axe de la 
rotation qu’exécuterait la direction de l’une des forces qui 
tournerait autour du point où elle rencontre le bras de 
levier rectangulaire ou oblique du couple, en se rappro- 
chant de la direction de ce bras de levier; cette dernière 
direction étant considérée de l’extrémité autour de la- 
quelle se fait la rotation vers l’autre extrémité: et celle de 
l'axe de cette rotation étant telle, qu’en s'y plaçant, on 
aperçoive le mouvement s’exécuter dans le sens direct, 
c’est-à-dire de gauche à droite. 

Cela posé, nous allons démontrer ce premier théo- 
rème. 

26. Un couple peut, sans changer d’action, être trans- 
porté d’une manière quelconque , pourvu que son axe 
reste parallèle et de même sens, et que son nou- 
veau bras de levier soit lié invariablement au pre- 
mier. 

Le plan du couple reste alors parallèle à lui-mème ,• 
mais les forces peuvent changer de direction. Nous exa- 
minerons cl'abord le cas où elles restent parallèles à elles- 
mêmes. 

Soient AB, A B (Jig. 20 ) les deux bras de levier, qui 
Sont alors parallèles, et P, AB le eouple proposé; appli- 
quons en A', ainsi qu’en B', deux forces P', PYgalcs et pa- 
rallèles à P et de sens opposés; l’ensemble de*ces six forces 
produira évidemment le même effet sur le système que les 
deux premières, puisque les quatre autres se détruisent 
deuxà deux. Or les deux forces égales et de môme sens, ap- 
pliquées en A et B , donnent une résultante parallèle et de 
même sens égale à leur somme, et appliquée au milieu O 
de AB', qu'on peut supposer lié invariablement à ces deux 
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îUîjL de-même les forets appliquées en B et A donnent 
résulta i 


(teint 

une résulta n te appliquée au milieu de A' B, supposé lié 
aux points B et A'. Ces deux résultantes sont égales , de 
sens opposés, et appliquées au même point; car les li- 
gnes AB', BA', diagonales du parallélogramme ABA'IV, 
se couplât en leur milieu : elles se détruisent donc, et 



|^ie reste que le couple P', A' B', qui n’est autre chose 
que le couple primitif transporté parallèlement à lui- 
méme. réj L .' im tflrn rjl mm 

Considérons maintenant le cas où le second bras de le- 

* 

vier A'B' ne serait pas parallèle au premier. Aous pour- 
rons, d’après Ce qui vient d’ètrfc démontré, transporter lé 
couple proposé parallèlement à lui-mème , de manière 
îilieu de son bras de levier coïncide avec le mi- 
• A'B' (Jig. 2 1 ) ; et il reste à démontrer que le 

P, AB aurait la même action sur le système, si on 
ait tourner dans son plan , de manière que son bras 
de levier AB vint coïncider avec A' B' qu’on supposerait* 
lié invariablement avec le système. Pour cela , appliquons 
en A', ainsi qu'en B', deux forces P', P" perpendiculaires à 
A'B', égales à P et en sens contraire l’une de l’autre; ces 
quatre forces ne changeront rien à l’action du couple pro- 
posé , puisqu’elles se détruisent deux à deux. Mais les deux 
forces égales P, P", que l’on petit supposer appliquées au 
même point D lié au système, donnent une résultante di- 
rigée suivant la bissectrice DO de leur angle , qui est égale 
et opposée à celle des forces P, P", appliquées en C : il ne 

restf donc plus que le couple P', A'B'. 

Donc l’action d’un couple reste la même quand on le 
transporte de manière que son axe reste parallèle à luir 
même et de même sens , et que son nouveau bras de levier 
soit lié invariablement au premier. 

27. Un couple peut toujours être remplace par un 


•• 
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autre, de même sens, situé dans le même plan et ayant 

même moment. 

• • 

Soit un couple quelconque P-, AB ( Jig . 22); prolon- 
geons son bras de levier d’une longueur quelconque HC , 
et appliquons aux points R, C des forces, égales et oppo- 
sées Q, Q', telles quel’on ai tQ X BC=P X AB; cesquatre 
forces ne changeront rien à l’action du couple proposé; 
Mais les deux forces P, Q', appliquées cil A et L , auront 
une résultante égale à leur somme , et appliquée en B, en 
vertu de l’égalité précédente. Cette résultante sera égale à 
la somme des forces P, Q' appliquées à ce même point en 
sens contraire; ces forces sê détruisent, et par conséquent 
il ne reste plus que deux forces formant un couple Q, BC 
de même sens et de même moment que le couple proposé. 

Et comme on peut ensuite le transporter de manière que 
son axe reste parallèle à lui -même, 011 arrive, en réunis- 
sant ces divers résultats, à la proposition suivante : 

Un couple peut être remplacé par tout autre dont • 
l'axe est parallèle au sien, et de même sens, et dont le 
moment est le même. 

L’action d’un couple est donc complètement déterminée 
par la direction de son axe et par son moment. IN ous sup- v 
poserons dorénavant que le moment soit représenté par 
une longueur portée sur la direction de l’axe , à partir de 
son origine; de cette manière les couples seront figurés 
géométriquement , comme les forces, par une ligne donnée 
en grandeur et en direction. Seulement, dans le cas des 
couples, cette ligne pourra être transportée parallèlement 
à elle-même d’une manière quelconque, tandis que, (fans 
le cas des forces, elle ne peut l’être que le long de sa propre 
direction. 
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28. Cas uii leurs axes sonl parallèles. — Ces couples, 
ayant leurs plans parallèles, peuvent être tous ramenés 
dans un seul plan; et, en leur conservant respectivement 
les mêmes moments, ou peut leur donner à tous un bras 
de levier égal, et les placer de mauicre que tous les bras 
de levier coïncident. Les forces relatives aux couples de 
même sens coïncideront alors en direction, et celles qui 
se rapportent aux couples de sens différents seront direc- 
tement opposées aux premières. A chacune des extrémités 
du bras de levier commun, elles se composeront en une 
seule égale à la différence entre la somme de celles qui 
agissent dans un sens et la somme de celles qui agissent 
en sens contraire, et dirigée dans le sens de la plus grande 
de ces deux sommes. Ces deux résultantes formeront donc 
un couple ayant le bras de levier commun, et pour mo- 
ment le produit de l’une de ces résultantes par ce même 
bras de levier : ce moment sera donc évidemment égal à 
la différence entre la somme dos moments des couples 
agissant dans un sens cl la somine des moments des cou- 
ples de sens opposé, et il agira lui-même dans le sens de 
la plus grande de ces deux sommes ; ce que nous exprime- 
rons en disant, pour abréger, que son moment est la 
somme algébrique des moments des couples composants, 
en regardant comme positifs ceux des couples qui agissent 
dans un sens, et comme négatifs ceux des couples qui 
agissent eu sens contraire. Ce couple résultant pourra , 
d’ailleurs, être transporté et transformé d’après les prin- 
cipes précédents. Ce résultat peut s’énoncer de la manière 
suivante : 

Pour composer ries couples rionl les axes sont paral- 
lèles, on transportera tons ces axes rie manière t/u' ris 
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niant, leur origine en un même point; on les composera 
comme s'ils représentaient des forces en grandeur et en 
direction ; et la résultante ainsi obtenue représentera 
en grandeur et en direction l’axe du couple résultant. 

29. Cas des axes non parallèles. — Considérons d’aboid 
deux couples seulement, et ramenons leurs axes à avoir 
leur origine en un même point À. Soient Ali , AC 
( jig . 23) ces axes en grandeur et en direction. Les plans 
de ces couples couperont le plan HAC suivant deux droites 
AM, AN respectivement perpendiculaires à Ail, AC et 
passant au point A. Donnons aux deux couples des bras 
de levier AM, AN respectivement égaux à AB, AC, qui 
représentent leurs moments; les forces appliquées à ces 
bras de levier auront alors une même intensité égale à 
l’unité. Enfin, transportons ces couples de manière qu’ils 
aient chacun une force de même sens appliquée 'en A. 
Les droites MA, NA, qui représentent les moments des 
couples, sont disposées de manière que si l’on fait tourner 
leur système d’un angle droit autour de A, de manière 
que AM vienne coïncider avec AB, AN coïncidera -alors 
avec AC; et la diagonale AO du parallélogramme con- 
struit sur AM et AN coïncidera avec la diagonale AD du 
parallélogramme BACD. 

Cela posé, transportons le couple qui est sur AB de ma- 
nière que son bras de levier soit le côté ON ; une de ses 
forces détruira celle qui eSt appliquée en N, et les quatre 
forces se réduiront à un conple ayant pour bras de levier 
OA, et dont l’axe sera dirigé suivant la diagonale AD du 
parallélogramme BACD, qui est perpendiculaire au plan 
du couple et située du côté convenu. De plus, les forces 
qui constituent ce couple résultant étant égales à celles 
des deux autres, son moment devra aussi être représenté 
par sou bras de levier AO, ou par son égal AD; d’où ré- 
sulte ce théorème : 
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Deux couples , <7o«t /e.« axes ne sont pas parallèles , 
se composent en un autre fiant l’axe est représenté en 
grandeur et en direction par la diagonale du parallélo- 
gramme construit sur les axes des deux couples com- 

^ * 

posants. 

Ou pourra composer ainsi un nombre quelconque de 
couples , et l’on renfermera les deux cas dans une seule 
proposition qui s'énoncera comme il suit : 

Pour composer un nombre quelconque de couples 
dont les axes ont des grandeurs et des directions i/uel- 
conrjues, il Jaul transporter ces axes parallèlement à 
eux-memes, de manière qu'ils aient tous leur origine en 
un meme, point, et les composer comme s’ils représen- 
taient des forces en grandeur et. en direction. La résul- 
tante, ainsi obtenue, sera, en grandeur et en direction, 
l'axje du couple résultant. 

Toutes les questions relatives à la composition et dé- 
composition des forces appliquées en uii môme point se 
reproduiraient ici pour les couples. On aurait le théorème 
du parallélipipèdedes axes comme on a eu celui du parallé- 
lipipèdedes forces, et les relations entre les axes composants 
et l’axe résultant seraient les mêmes qu’entre les trois 
arêtes d’un parallélipipèdeet sa diagonale; nous ne croyons 
pas nécessaire de revenir sur ces détails. 

Conditions d'équilibre des couples. 

30. Si des couples sont dans un môme plan ou dans des 
plans parallèles, la condition nécessaire et suffisante pour 
leur équilibre est que la somme algébrique de leurs mo- 
ments soit nulle, puisqpe cette somme est le moment du 
couple résultant. 

Si les plans des couples ne sont pas parallèles, il fau- 
dra, d'après l'identité de la composition des axes et de 
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celle des forces, i|ue les sommes algébriques des projec- 
tions des axes sur trois droites non situées dans un même 
plan, soient séparément uulles. Si tous les axes étaient 
dans un même plan, il suffirait que ces sommes fussent 
milles relativement à deux droites non parallèles situées 
dans ce plan. Ce cas est celui où les plans de tous les cou- 
ples sont perpendiculaires à un même plan. 

Conditions <1 équilibre d'un système rii/ide (luelcoïKfiie. 

31 . Toute force peut être remplacée par une force égale 
appliquée en un point quelconque lié à son point d'appli- 
cation, et par un couple formé d’une force égale et op- 
posée à cette dernière -ci de la force proposée. 

Si l’on fait cette décomposition pour toutes les forces 
d’un système, en choisissant le même point pour toutes, 
on aura toutes ces forces transportées parallèlement à 
elles-mêmes, en un même point, et de plus autant de cou- 
ples-situés, en général , dans des plans dill'érents. 

Eu composant, d’une part, toutes les forces, et, d’une 
autre, tous les couples, le système se trouvera réduit à 
une seule force et un seul couple. 

Or, un couple ue peut être détruit par une force , car 
alors il pourrait être remplacé par une force égale et op- 
posée. Donc les conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu’un système rigide soit en équilibre, sont que la force 
et le couple soient. séparément nuis. Chacune de ces con- 
ditions s’exprime,- en général , par trois équations. L’é- 
quilibre du système est donc exprimé par six équations. 

Avant de passer au cas général , nous considérerons en 
particulier celui où les forces sont parallèles. 11 se dédui- 
rait facilement du premier, niais il est plus simple de le 
traiter directement. 
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' ’Équttibré et composition des forces parallèles. 

32. Supposons d’abord les forces situées dans un menve 
plan, et d’un point quelconque O abaissons une perpen- 
diculaire sur leurs directions : elle les rencontrera en des 
points que nous rapporterons au point O comme origine, 
et qui seront donnés par leurs abscisses positives ou néga- 
tives,.. . ■ • , 

SoientP une quelconque des forces, etx l'abscisse cor res • 
pondante; onia remplacera parune force égale et de même 
sens agissant en O, et un eouple ayant pour moment Px. 

Or, si 1 on considère successivement des forces dans des 
sens ditférei>4s et des abscisses positives et négatives, on 
reconnaît facilement que le sens du couple change lors- 
qu'une seule des quantités P etir change de. sens, et que 
le sens du couple ne change pas lorsque. ees deux quan- 
tités restent de même sens ou en changent ;» la fois. Donc, 
si les forcessont considérées comme positives dans un sens 
et négatives en sens contraire, le produit P.r est de même 
signe pour les couples de même sens , et de signe contraire ' 
pour des couples de sens opposé. La somme algébrique de 
ces produits, faite pour toutes les forces du système, et que 
nous exprimerons par SPr, donne donc la valeur du mo- 
ment du couple résultant, et le sens de ce couple. Si elle 
est positive, ce couple est dans le sens de ceux qui corres- 
pondent à une force positive et une abscisse positive : il 
est de sens contraire si la somme est négative. D’après cela, 

, les conditions nécessaires et suffisantes pour l’équilibre 
seront ’ 

x P = o, ïPx = o. 

r 

On appelle moment d’une force par rapport à un point 
le produit de cette force par la distance de ce pointai la 
droite suivant laquelle elle agit. En employant cette déno- 
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initiation, on énoncer? , de celte manière, les conditions 
de l'équilibre qui viennent d’être établies : 

Pour que des forces parallèles situées dans un même 
plan et appliquées à un système de points liés invaria- 
blement entre eux et libres dans l’espace, soient en équi- 
libre, il est nécessaire et suffisant que la somme algé- 
brique de ces forces soit nulle, ainsi que la somme al- 
gébrique de leurs trioments par rapport à un point quel- 
conque du plan. 

Si ces deux conditions soûl remplies relativement à un 
certain point du plan, l’équilibré aura lieu-, et, par con- 
séquent, la somme des moments des forces par rapport à 
tout autre point du plan sera nulle. C’est, an reste, ce 
qu’on vérifierait immédiatement en faisant usage des deux 
équations données. 

33. Si l’équilibre n’axas lieu, c’est-à-dire si Von n’a 
pas à la fois SP = o, S Px = o, on peut se proposer de 
déterminer la résultante, s’il y en a une : soient R sa valeur 
positive ou négative, et x, l’abscisse qui lui ebrrespond ; 
il y aura équilibre dans le système, en y joignant une 
force égale et directement opposée, d’où résulte 

— R -t- -P = o, — R-r, -t- 2 Px = o, 
ou 

R = - P) Rx, = 2Px, x, = - 

, . ✓ 

On peut donc toujours établir l'cquilibre en introdui- 
sant une force — R, et, par conséquent, le système pro- 
posé peut être remplacé par la force R égale et opposée à 
— R. 11 faut excepter le cas où l’on aurait SP = o sans 
avoir SPx = o; on trouverait alors x, infini; et, en ef- 
fet, c’est le cas où le système se réduit à un couple. Dans 
tout autre cas, il existe une résiliante égale à la somme 
algébrique des composantes, et située à une distance, du 
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poim O égale à la somme algébrique des - moments des 
j'arces par rapport à ce point , divisée par la somme des 
forces. 

34. Supposons maintenant que les forces ne soient pas 
dans un même plan; menons un plan quelconque perpen- 
diculaire à leurs directions, et deux autres plans paral- 
lèles aux fortes et.faisant entre eux un angle quelconque; 
ils couperont le premier suivant deux droites que nous 
prendrons pour axes des x ety, et nous supposerons que 
Port donne les coordonnées des points où les forces percent 
le plan XYp' 1 

•Cela posé, -soient x, y les coordonnées du point I 
24 ), où une force quelconque P perce le plan XY, 
coordonnées-qui sont égales à celles du point d’application 
de la force. On pourra remplacer cette force par une au- 
tre , égale et de môme sens , appliquée en A , et un couple 
ayant pour bras de levier AI. Menons par le point I deux 
parallèles IB, I'C aux axes des x et des y, et par le point 
C concevons deux forces égales et parallèles à P et de sens 
contraires; nous aurons ainsi , au lieu du premier couple, 
deux autres couples ayant pour bras de levier A C et CI , 
et P pour force. Le premier sera dans le plan Z Y, le se- 
cond dans un plan parallèle à ZX, et pourra être trans- 
porté dans ce dernier plan , où AB sera son bras de levier. . 
Leurs moments seront respectivement P y, Px, et on ver- 
rait comme dans le cas précédent qu'en prenant avec des 
signes contraires les forces et les coordonnées qui sont en 
sens contraires, les couples situées dans les plans ZX , ZY 
se réduisent à deux couples situés respectivement dans ces ■ 
mêmes plans et ayant pour moments ZPx, XPy . 

Ils se composent* en un seul qui ne peut être nul que 
s’ils sont tous les deux nuis séparément. Les conditions de 
l’équilibre du système sont donc 

ÏP = o, SPj- = o, ï P)' = o. 
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35. Si les forces ne sont pas en équilibre, et qu’elles 
aient une résultante Jl , qui perce le plan XY en un point 
dont les coordonnées soient il y aura équilibre si on 

introduit une force — R appliquée au même poiut ; et ré- 
ciproquement, si l’équilibre a lieu de celte manière, R sera 
la résultante du système. 11 est donc nécessaire et suffisant 
que 11,’ j*,, ji puissent être déterminés par les équations 
suivantes: • • 

— R+-ïP = o, — Rx, -+- £Px = o, — Rr, SP_r = oj 

d’où ' '■ J 

R = 2 P, Rx, = SPx, Rj-, = iVy. 

Ces équations ne sont incompatibles que quand x t ou y, 
deviennent indéfinis, c’est-à-dire quand on a SP = o, 
sans avoir en même temps EP.r = o, SPj = o; et c’est, 
en effet, le cas où le système se réduit à un couple. 

RR. Dans toutes les formules précédentes , x et y dé- 
signent les coordonnées des points où les directions des 
forces percent le plan XY . Elles sont les mêmes que celles 
des points même d’application de as forces, et dont la 
coordonnée z n’entre pas dans les équations qui expri- 
ment l’équilibre , dans le système d’axes qui a été adopté j 
et l’on pourrait même remplacer lésa: et j" par des droites 
parallèles à une direction arbitraire, et terminées respecti- 
vement aux mêmes plans ZX ctZY; car on ne ferait que 
multiplier tous les termes des équations par un même 
nombre. Si , pour chacun des plans ZX , ZY, qui font tou- 
jours entre eux un angle quelconque, on substitue aux x 
et y des perpendiculaires à ces plans, et qu’on appelle 
moment d’une force par rapport à un plan , le produit 
de cette force par la distance de sou point d’application à 
ce plan, les équations précédentes s’énonceront comme il 
suit : 
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t°. Pour qu’un système île forces parallèles soit en 
équilibre, il est nécessaire et sujjisant que la somme algé- 
brique des forces soit nulle, et que la somme de leurs 
moments par rapport à deux plans qui se coupent sui- 
vant une ligne parallèle aux forces, soit nulle pour cha- 
cun de ces plans. 

2 °. La résultante d’un système de forces parallèles 
est égale à la somme algébrique de ces forces ; et son 
moment par rapport à un plan quelconque parallèle aux 
forces est égal à la somme algébrique des moments des 
composantes . 

3°. ■ Le seul cas où des forces parallèles n ’ ont pas de 
résultante est celui où leur somme est nulle , sans que la 
somme de leurs moments par rapport à deux plans 
parallèles aux f orces le soit elle-même pour-chacun de 
ces plans. 

37. La résultante passant toujours par un même point , 
qui est le centre des forces parallèles, quelque direction que 
l'on donne au système, en faisant tourner les forces autour 
de leurs points d’application, il s’ensuit que le moment de 
la résultante par rapport à un plan quelconque est égal à 
la somme des moments des composantes par rapport à ce 
plan -, car, en amenant les forces à être parallèles à ce plan 
sans cesser d’ètrc parallèles entre elles et de conserver 
leurs sens respectifs, et sans changer leurs points d’ap- 
plication, on rentre dans le cas précédent , et le théorème 
est démontré , puisque les moments sont restés les mêmes , 
malgré le changement de direction des forces. 

11 suit de là que, pour avoir la distance positive ou 
négative du centre des forces parallèles à un plan quel- 
conque, il faut diviser la somme algébrique des moments 
des forces par rapport à ce plan , par la somme algébrique 
des forces. On déterminera donc les* trois coordonnées de. 
ce point, en prenant les sommes des moments par rapport 
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aux trois plans coordonnés, et les divisant par la somme 
des forces. „ ' 

On voit ainsi que, pour que le centre, des forces paral- 
lèles soit situé dans un certain plan, il cét nécessaire et 
suffisant que la somme des moments des forces par rapport 
à ce plan soit égale à zéro. 

Equilibre de forces dirigées d’wtè manière quelconque 
dam l’espace. 

38. Supposons un système rigide et entièrement libre, 
auquel sont appliquées des forces dirigées d’une manière 
quelconque. Soient P l’une quelconque d’entre elles; 
,r, y, s les coordonnées rectangulaires de son point d’ap- 
plication, qui est lié invariablement au système; a, 6 , y 
les angles que sa direction fait avec les axes positifs des 
coordonnées, et p la perpendiculaire abaissée de l’origine 
sur sa direction. 

Nous pourrons remplacer la force P par une force égale 
et parallèle passant par l’origine, et un couple dont le mo- 
ment sera P p, et dont le plan passera par l’origine et la 
direction de la force P. La direction de l’axe du couple, 
telle que nous, l’avons définie, sera celle de l’axe de la ro- 
tation effectuée par une droite, menée, par l’origine, en 
sens contraire de celle qui fait les angles a, S, y avec les 
axes positifs, et marchant vers la direction de la dr.oite, 
menée de l’origine au point dont les coordonnées sont 
x, y, z ; rotation qui est encore la même que cellç de 
cette dernière direction vers celle de la droite, menée de 
l’origine sous les angles a, 6 , y avec les axes. Elle fera 
donc, avec les axes positifs, des angles dont les cosinus 
auront pour valeurs [Prélirnirjaires , page i a] : 

-y cos 7 — z çosC z'cosa — x cos y x cos G — y- cos a 

1‘ ’ P P 
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Les trois couples composants du couple Pp, et dont les 
axes seront dirigés suivant les axes des cordonnées, seront 
donc exprimés, en grandeur et en signes, par 

* I 

■'P(y COS7 — 3 cos 6), P(z cosa ^r-Cosy), P(x cosS -r- y cosa), 

et les trois composantes de la force P passant par l’origine 
seront • ' 

- P cosa, Pcosê, Pcosy., ‘ 

Supposons la même décomposition faite pour toutes les 
forces, et faisons la somme algébrique de toutes les com- 
posantes, ainsi que de tous les -moments relatifs à chacun 
des axes de coordonnées; nous aurons, de cette manière , 
les trois composantes de la insultante de toutes les forces 
■ transportées parallèlement à cllcs-mèrües.à l’origine, et les 
trois moments composants du couple résultant de tous les 
couples du système. Or, les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour l’équilibre consistent, comme nous l’avons 
démontré, en ce que cette force résultante et ce couple 
résultant soient nuis séparément; ces conditions seront 
donc exprimées par les six équations suivantes , dans les- 
quellesle signe £ indique des sommes relatives à toutes les 
forces données : 

2Pcos* = o, ïPcos6i=o, •2Pco97=p, 

, 2 P(j r cos 6 — z COS7) = o, £P(zcosa — x C0S7) = o, . 

ïP(.rcos6 — • y cosa) = o. 

Cas où les axes cOorthimés sont obliques. 

39. Quoiqu’il soit plus simple de prendre des axes de 
. coordonnées rectangulaires, il est cependant nécessaire 
de traiter la question plus généralement, en prenant des 
axes obliques. Dans ce cas, on réduira encore le système 
total des forces à trois forces dirigées suivant ces axes de 
1 Tt année. . 5 
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coordonnées, el à. trois roupies situes dans l<*s plans de ers 
axes pris deux à® eux. 

Soient P, P', P”. . . . les forces données; (X,Y, Z),< 
(X ’, Y', Z'),..: leurs composantes positives ou néga- • 
tîves ; et (.r,j', z), (x\y\ z'),... les coordonnées de 
leurs points d’appKcation respectifs. 

Considérons l’une quelconque des forces données, par 
exemple la force P (/ig. 25), appliquée au point M; sup- 
■ posons, pour fixer les idées, que ses trois composan- 
tes X, Y, Z soient dans le sens des axes positifs, et, de 
plus , que les coordonnées x ,y, z du point d’application M 
soient positives. La force Z peut être remplacée par une 
force égale et parallèle appliquée en A , et un couple situé 
dans le plan MAZ; ce couple* peut être décomposé en deux 
autres, Z, ÀB, Z, AC, situés dans les plans zx, zy. On , 
remarquera que AB, AC ne sont pas les bras de levier de 
ces eouples, puisqu’ils font avec les forces de ces couples 
des angles égaux à ceux des axes des coordonnées situés 
dans leurs plans. Mais pour les couples que chaque force P 
donnera dans un même plan coordonné , l’angle des forces 
et du bras de levier oblique sera toujours le même , puis- 
qu’il sera celui des axes de coordonnées, et par consé- 
quent il n’y a aucun inconvénient à prendre, au lieu de 
leur moment, le produit de la force par le bras de 
levier oblique; car ces produits ne différeront des mo- 
ments que par un facteur constant, et l’on aura fa même 
équation en égalant leur somme algébrique à zéro. Quant 
aux signes de ces moments, nous considérerons comme 
positifs ceux des couples dont l’axe serait du même côté 
de leur plan que l’axe des coordonnées positives qui n’y 
est pas renfermé. 

Les moments des couples Z, AB, Z, AC seront donc 
exprimés par — Z.r et -+- Zjr. 

Chacune des foiyes X et Y donnera semblablement une 
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, force égale et parallèle appliquée en A , et deux couples 
dont les moments se déduiront des précédents par des 
changements de lettres dont la loi est facile à saisir; ils 
seront, pour la première, — Xy, -+-XZ; et, pour la se- 
conde, — Y.z, 

Réunissant les moments des couples situés dans le même 
plan, on aura, au lieu de la force P, ses trois composan-* 
tes X , Y , Z appliquées au point A , et trois couples situés 
dans les plaits coordonnés, et ayant respectivement pour 
moments, à des facteurs constants près, 

yZ— zŸ... , zX — x Z..., xY—yX.... 

Une discussion semblable à celle que nous avoils faite 
dans le cas des forces parallèles démontrerait la généra- 
lité de ces expressions,, en considérant les coordonnées 
.r, j, z et les composantes X, Y, Z comme positives quand 
elles sont dirigées respectivement dans le même sens que 
les axes AX, A Y, AZ, et comme négatives quand elles 
sont dirigées en sens contraire. 

Si l’on fait la même décomposition pour toutes les forces 
du système , et qu’on indique par 2 la somme deS termes 
semblables relatifs à toutes les forces , on trouvera , en éga- 
lant « zéro les expressions des trois résultantes dirigées 
suivant AX, AY, AZ, ainsi que des trois couples résul- 
tants situés dans les plans coordonnés, 

2 X = o, 2Y = o, xZ = o, 

X (yZ, — zY) = o, 2(zX — xZ) = o, 2 (xY — yX)z=o'.' 

Telles sont les équations nécessaires et suffisantes pour l’é- 
quilibre d’un système rigide entièrement libre. Elles ren- 
trent dans les précédentes , lorsque les axes sont rectangu- 
laires. 

• . ; . . - * • 5. 
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Cas où les forces sont situées d uns un même plan. 

40, Si toutes les forces étaielit dans un même plan, pan- 
exemple dans le plan XY, les composantes Z seraient 
nulles ainsi que les coordonnées z , et les six équations gé- 
"nérales se réduiraient aux trois suivantes : 


ïX —o, :Y — o, 


yX ')-=. o. 


Si l’on voulait traiter directement ce cas, particulier, il . 
n’y aurait qu’à suivre la même marche que dans le cas gé- 
néral, en partant des données plus simples de la question 
actuelle. On prendrait deux axes AX, AY (Jig. 26), dans 
le plan des forcés , et l’on substituerait à une force quel- 
conque P ses deux composantes X , Y , parallèles aux axes. 
On remplacerait ensuite X par une force égale et parallèle 

■ ' appliquée en A , et le couple X , BM ; de même Y pourrait 
être remplacée par imc force égale et parallèle appliquée 

en A-, et le couple Y T , AB. Les bras de levier obliques 
de ces couples faisant avec les forces un même angle , qui 
est celui des axes de coordonnées , on pourra prendre 
pour les moments les produits des forces par ces bras de 
levier , qui sont les coordonnées des points d’applieation 
des forces. Dans le cas où- les deux composantes X, Y, ainsi 
que les coordonnées x,y, sont dirigéesdans le sens des axes 
positifs,- on a deux couples de sens .contraires, dont la 
somme des moments est .rY — y\ , en considérant comme 
positifs ceux dont le sens est celui de. la. rotation de l’axe 
des x positifs vers l’axe des y positifs ; et l’on reconnaîtrai t , 
comme précédemment , que si le sens des composantes et 
des coordonnées change , il faut conserver cette même ex- 
pression, en -y considérant comme négatives les quantités 
dont la direction a changé. De celle manière, les résultan- 
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les des forces dirigées suivant les axes seront 2X, , et 

le moment du couple résultant sera £(aY — y X ). Les con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour l’équilibre .seront 
donc 

ïX = o, lY == o, * 2(xV — j-X)= o. 

La dernière peut se présenter sous une autre forme , eu 
d?éi>mposant la force quelconque P en une force égale et 
parallèle appliquée en A, et un couple ayant pour mo- 
ment P/> , p désignant la distance de la force- P au peint A ._ 
Décomposant, suivant' les deux axes, la force appliquée 
en A , et faisant 19 môme transformation pour toutes les 
forces, on réduiçaHe système à deux fbrees ZX , 2Y , di- 
rigées suivant les axes, «et un couple ayant pour moment 
SP p., les termes de cette dernière somme étant considérés 
comme de mêmes signes ou de signes contraires , suivant 
que les couples Sont de mèmtt.sens ou de sens contraire. Les 
équatious d’équilibre seronfdone 

' T* •• ÆF 

:X=o, 2Y = o, i Pjj = o. 

• ' * » t ’ 

La troisième , qui est la seule dont la forme soit changée, 
exprime que la somme des moments des forces, par rap- 
port à' un point quelconque du plan ’, est nulle. 

Équilibre d'un système qui tiesl pas entièrement libre. 

•il. Cas d’un point fixe. — Si l’on prend le point fixe 
pour' origine, les trois forces dirigées suivant les axes se- 
ront détruites par la résistance de ce point. Or. des couples 
appliqués à un système qui renferme un point fixe doivent 
se faire équilibre comme si le corps était entièrement li- 
bre ; car, s’ils donnaient tut couple résultant différent de 
/.éro, on pourrait le transporter de manière qu’une de ses 
forces passât pijr le point fixe, qui la détruirait : il reslc- 
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raitdouc uue force qui ne passerait pas par le point fixe, et 
mettrait ce système en mou vranent. Les conditions néces- 
saires et suffisantes pour l’équilibre du système seront donc 

2 P(^coS 7 — zcos6j = o, ZP(zcosa — xco37) = o, 

SP(.rcos^ — ycosa) = o. 

Les. couples se détruisant indépendamment du point Gy . 
n’cxerccnt aucun effort sur lui , et ne tendent qu’à rom- 
pre le système. Le point fixe n’est donc sollicité que par la 
résultante des' forces SPcosa, ZPcosS, SP cos y; cette ré- 
sultante est égale et opposée à la foreg que développe ce 
point pour établir l’équilibre. 

42. Cas d'un axe Jixe. — Si deux points du système 
sont fixes , tous les points situés sur la droite qui les ren- 
ferme sont invariables de position , et le corps est dans 
même cas que s’il était assujetti à tourner autour d’un axe 
fixe, dont le? points seraient susceptibles d’offrir en tous 
sens une résistance indéfinie! Si l’on prend cette droite 
pour axe, des z , les trois forces dirigées suivant Tes axes 
seront détruites, aôisi que les couples qui sont situés daps 
les deux plans qui passent par l’axe des z , et dont les bras 
de levier pourraient être transportés sur cet axe même. II 
ne reste donc plus que le couple résultant situé dans le' 1 
plan xy, et qui ne saurait être détruit par l’axe fixe. La 
copdition nécessaire et suffisante pour l’équilibre est donc , 
dans ce cas, 4 


(*) 


ZP(xcosS — y-cos») = o. 


Pour connaître les efforts exercés sur l’axe fixe il faut 
composer les forces qu’il détruit. Les couples situés dans le 
plan ZX et la force ZP cos a se réduisent à une force per- 
pendiculaire à l’axe , à moins que l’on n’ait ZPcosa = o , 
auquel cas ou aurait un couple seulement : il eu est de 
même dans le plan ZY. Outre ces cflorts perpendiculaires 
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à 1 axe, il y a encore ja force.SPcosy qui tend à I entraîner 
dan* le sens où elle .est- dirigée. I/axc produit donc des 
forces égales et contraires a celles-ci , puisqu’il les tient en 
équilibre. 

Si deux points seulement du système sont fixes, les ré-r 
sistances ne peuvent prOveuir que des deux points , et l'on 
devra décomposer les forces perpendiculaires à l’axe en 
d'autres qui passent par ces points, et feront connaître les 
Jarres qu’ils produisent pour détruire celles-ci. Quant à la 
iorce dirigée suivant la droite qui les joint, elle peut être 
décomposée d’une infinité de manières en deux autres 
appliquées à.ces points ; et il en serait de même s’il y avait 
un plus grand nombre, de points fixes sur la même droite. 

43. On pourrait supposer que le corps eût la liberté- de 
glisser le long de l’axe fixe, et en même temps de tourner 
^'autour de lui. Daus ce cas, l’axe détruirait toutes les for- 
ces dont la direction lui serait perpendiculaire, et n’en 
pourrait détruire aucune autre. l.es conditions de l’équi- 
• libre seraient , dans ce cas. 


‘(3) 


SPCOS7 = o, XP(.£cos6 — rrosy)= o. 


On connaîtra la résistance de l’axe en composant les cou- 
ples situés dans les plans ZX , ZY, et les forces dirigées sui- 
vant les axes des x et des r. 

Si le corps 11 e pouvait que glisser sans tourner, l'équa- 
tion 2P cosy = 0 serait suffisante et nécessaire, et le couple 
situé dans’ le plan xy ferait connaître la résistance opposée 
' par l’axe à la torsion. • 

44. Remarque. Les (leux derniers cas particuliers que 
nous venons de traiter donnent une interprétation , qu’il 
est bon de connaître, aux six équations de l’équilibre. 
Si l’on considère trois droites rectangulaires qui se cou- 
‘ peut en un même point, et qu’on fixe l une quelconque 
d’entre elles de manière que le corps n’ait que la liberté de 
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glisser le long il» 1 cet. axe sans tournée, les trois premières 
équations (l’équilibre expriment que les forces donnée^ ne 
permettront aucun de ces trois mouvements. Les trois du- . 
très expriment que si le corps avait la liberté de tourner 
sans glisser autour de chacun des mèines axes successive- 
ment, aucun de ces mouvements rie sera produit par les 
mêmes forces. 

Ces trois dernières équations peuvent être mises sous 
une autre forme qu’il. n’est pas inutile de connaître. Safei- 
par le point d’application de la foroe P, on mène tin plan 
perpendiculaire à AZ qui coupe cette ligne en O , et qu’on 
décompose la forcé en une force parallèle à cet axe et une 
autre située dans le plan perpendiculaire , la première 
sera P cos y , et la seconde Q sera la résultante des forces 
Pcosa, Pcosê, parallèles à AX, AY. Le moment de Q, par 
rapport à O , que l’on appelle aussi 1<; moment (le la force P 4 
par rapport, à AZ, sera donc la somme algébrique des 
moments des deux autres, où p f *' ’ - 

P(xcosê- — j'cosa). • .. . 

D’où l’on voit que les trois dernières équations d’équilibre 
expriment que le* sommes des moments, de toutes les for- 
ces par rapport à trois axes rectangulaires , ‘sont sèpa- . 
renient égales a zéro . • *■' 


Cas où le corps s'appuie sur un plan fixe. 

AS. On prendra pour plan des x et y Celui sur leqriel 
le corps s’appuie par un nombre quelconque de poi nts. Ce 
plan ne peut produire que des forces normales et-de même 
sens , appliquées aux points de contact avec le corps , et ces 
forces ont nécessairement une résultante normale égale à 
leur somme. Il est donc nécessaire que toutes les forces 
appliquées au corps aient une résultante parallèle à Taxe 


TJigitteed by Go'ogle 


PREMIER K VVNEE. 


STATIQUE. 


des 2 :'d’où résultent les équations 

• 

ïPcosa = o r lPcosë=o, XP(x COS? — X COS ’J.) = O . 

I)e pfus', en composant successivement les forces dévelop- 
pées par le plan fixe, on reconnaît facilement que leur 
résultante ne peut avoir son point d’application en dehors 
du polygone convexe qui renfermayious les points de con- 
tact : il est donc nécessaire que la résultante de la foi 
SP cos y et des deux couples situés dans les plaus ZX , ZY, 
ait son point d’application dans l'intérieur de ce ni ème 
polygone et tende à appuyer Te corps sur le plan. Récipro- 
quement, si cette condition est remplie* l’équilibre aura 
lieu, parce que cette résultante pourra toujours être dé- v 
composée en forces normales au plan et appliquées aux 
divers points de contact. • 

Ces forces devront satisfaire aux trois équations données 
parla théorie des forcés parallèles; elles seront donc in- 
déterminées, s’il y a plus dé trois points; elles le seront 
même dés qu’il y en aura plus de deux en ligne droite. S’ils * 
y sont tous, .le point d’application de la résultante devra 
se trouv er sur ccttC droite ; en lui , s'il n’y avait qu’un point 
de contact j il serait nécessaire qu’il fut situé sur la di roc- 
lion delà résultante. 

' • 'T- \ 

Conditions f jour iptun système de fort es ait une ré i 
’ tante. Détermination de celte résultante. 

d(i. Pour qu’un système de forces, non en équilibre, soit . 
•.réductible à une force unique, il est nécessaire et suffisant 
qn’cn introduisant une force convenable , on établisse 
l’équilibre; car le système.. proposé pourra, être remplacé ; 
par une force égale et opposée à celle-ci. Or; nous avons vu 
que tout système de. forces appliquées à un corps rigide, 
pouvait être réduit, à. line .force et un couple; il est donc 
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nécessaire que cette force et celle que 1 on introduira dé- 
truisent le couple résultant. Or* ces deux forces peuvent 
toujours se réduire à un couplé .et une force, et il faut que 
cette dernière soit zéro car, sans cela , il faudrait qft’elle 
fût eu,çquilibre avec le couple résultant des deux autres. 
Les deux forces doivent donc former un couple qui dé- 
truise le couple résultait du système donné, 11 faut donc 
que la force résultante soit parallèle au plan du couple ré- 
sultant, et nesoit pas nulle. Et réciproquement, s'il en est 
ainsi , il existera une force qui formera’, avec la force ré- 
sultante, un couplé qujr détruira le couple résultant; et, 
par conséquent , fe système proposé sera réduit à une seule 
force. Pour exprimer analytiquement cette condition, po- 
sons, pour abrégén^en supposant les axes rectangulaires, 

£Pcosa=X, XPcosë = Y, £,P rosy — ,Z. 
ï I' [y cos y — zrosS) = L, S P (z cos a — Jcosy)=*l, 
lP(^rcos? — j cosa) = N. , * ■ ' 

' l a résultante des trois forces X, Y, Z fait avec les axes 
des angles dont les cosinus son^ respectivement propor- 
tionnels à ces forces ; et, de incmc, l’axe du couple résul- 
tant des trois couples dont lesaxes sont dirigés suivant les 
axes’ des coôrdoîinécs , fait avec ceux-ci des angles dont 
icsPcOsinus sont proportionnels aux moments L, M, N de 
couples. Or, pour qpc la résultante des forces X , Y, Z 
soit parallèle au plan du couple résultant, il faut qu'elle 
fasse un angle droit avec l'axe de ce couple ; ce qui donne la 
jfepqndition 

(4>Éfc LX -t- MT £ «/. == o. 

• ' ' . ■ « 

• Telle est l’équation qui , dans le cas des axes rectangu- 
laires, exprime que le système des forces données est ré- 
ductible à une seule force, pourvu que les quantités X, 
Y, Z 11 e soient pas toutes trois . titilles. Nous verrons, tout 
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qu’ci le subsiste enrt)re dans le casdesaxes ohli 
Cherchons maintenant à déterminer la résultante du 
système en prenant lesA\es do coordonnées de la manière 
la plus gémkale. ' # 

Soient i?f, y,, z, les coordonnées de son point d'appli- 
cation, et X|, Y,, Z,kps eotiopdsantes; il y aura équilibre 
en' introduisant dans le système une force appliquée au 
même point, ayant pour composantes 

A -X,, -Y,,' -Z,; § 

d’où l'on lire, 0 après les équations générales de l'équi- 
libre- un représentant par X , Y. Z les sommes «les compo- 


santes suivant] les trois axes, 


w 


% 


X, = X, 

-yI, = ï; 


Y, = Y, Z, = 

X| 3 | “ /yX x M y 


Ni 


: Z; 

Y.-r, - X,/, 

et réciproquement, si l’on satisfait à «;es [équations, il y 
aura une résultante appliquée au point (x,, r,, zyj* et 
ayant pour composantes X,, Y,, Z,. T, es trois premières 
fout.connaitre 4 lcs composantes de la force cherchée, et, 
par suite, la dj^ction dacettc forciïct son intensité. Les 
trois autres détermftiejit les coordonnées de son point d’ap- 
plication, et deviennent, au vertu des^premièri», 


ît, eu vert 


Yj, = J. , i, ^ M , Y.r, — Xj-, == N. 

VÇ * ,■"# ■> 

Or, si on les tqyuu^ après avoir multiplié la première 

par L, la seconde'par M t et la troisième par X, on 

. ’ ‘ 
trouve 


( 5 ) 


LX 4 - MY 4 NZ 


équation nécessaire pour qu’il n’y ait paaâncompatibilité, 
et par suite pour qu’il y ait une résultante. Les trois équa- 
tions se réduisent dono-à deux quelconques d’entre elles, 
et comme «îles sont du premier degré par l'apport à .r, r, ?. 
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etre remplace par une force dont. les èomposü *,«&* 
TV’ " ct 'appliquée en un point quiconque dcftuP 
droite qui . par conséquent, ne pèutilré autre choscqSe 
la direct, on même de la résultante. C’est ce qu’on r,. con- 
naît cl ailleurs d’après ses éqt.ations, qui montrent qu’elle 
est parallèle à la résultante des forces X , -à', Z,* 

On a donc retrouvé, par cette nouvelle voie, la condi- 
tion (4) : et , comme ce calcul est indépendant de la direc- 
tion des axes, elle se trouve démontrée avec une plis 
grande généralité. • * • ’ 

. 47. Lorsque liquation (5J) n’m^ÆhÉ, le scs- 
tc.nc n a pas, de résultante, mais il peut être réduit à deux 
forces uon si tuées dans un même pla.r. Én efTet, il pcu J 
être remplacé jaar un couple et une force non parallèle au 
plat, du couple, et l’on peut toujours faire eftUITque 
cc'tte fol le rencontre l’uneTe celles qui forment le couple. 
U 7 81 ' 'u^ufupose ces deux forces appliquées au même 
pointât dont ! une u’est pas comprise dans le plan du 
couple, elles donneront une résultante qm ne sera pas 
sm.ee dans ce pMé Système sera donc réduit a deux 
lorces non situées dans un même plan* 

l ne cqns.rnetion inverse ferait voir réciproque,,, enî 
que deux forces' non dm, s ün mètne plan pemen.'è.rc 
remplacées par un couple et iri.o force non parallèfe.à son 
plan, et que par conséquent elles n’ont pas de lésjltaute. 

! peut encore dé, nontrer très-si, nplcmct cette propo- 
sition , sans s appuyer sur la théorie deïê8uplc S . F.n efTet 
s, deux forces , non dans un même plan , avaient une ré- 
sultante, ,1 y aurai! équilibre en introduisant une-force 
égalé et cotUraj*c, Cet équilibre ne serait pas dérangé • 
en liant les points du système A unerfroitè fixe, et choisie 
de marne, e qu elle rencontre la direction de la force in- 
troduite et de l*teè de~s proposées s.7r» reipoi^er l’autre; 


La 
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fo qui est possible «l'une infinité de manières. Mais alors 
deux des folies étant détruites, il faudrait que la troisième 
le fut*, ce qui n'est pas, puisqu’elle ne rencontre pas l’axe. 
Donc les deux farces n’avaient pas de résultante. 


•rr:. - 


Résultante de forces dans un même plan-. . 

■18. Si toutes les .forces sont dans un même plan , on 
prendra les axes des x et des y dans ce plan; les compo- 
santes et les coordonnées parallèles à l’axe des z seront, 
nullës"; fin aura donc Z = o, L = o, M = o, et la ré-, 
su 1 tante sera déterminée par .les équations 

X,=X, Y, == Y, Y*,— X/, = N. '. 

L«‘s deux premières déterminent la grandeur et la direc- ' 
tion de cette force ; da troisième est celle d’une droite 
dont tout point peut être considéré comme le point d’ajJ-, 
plication de la résultante : c’est donc l’équation même de 
la résultante. Elle deviendrait impossible si l’on avait* 
X = o, Y = o, sans avoir X — o; ce qui s’accor«le avec’ 
la remarque générale faite précédemment : les forces se 
réduisent alors à. un couple. Toutes les lois «jue l’on n'a 
pas X = o, Y = o, la résultante existe sans autre con- 
dition, et l’on peut remarquer qne-la condition géaiérale 
exprimée" par l’équation • • 

LX -é- MY /-H NZ — q - 


.est satisfaite, puisque l’oii a 

L = o , M±o 


Z — o. 


• I.a troisième équation, qui détermine la résultante, 
peut être mise sous une autre forme, en introduisant, 
éommc'précédemment (n n 40), les moments des forces par . 
rapport à l’origine. •* - 
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Soient R l’intensité de la résultante, et Rr son moment 
positif ou ‘négatif; la force opposée àrR-aurï pour mo- 
ment — R?’, et I’équilil}re sera exprim^ par les trois 
équations . 


d’où 


X, = X, Y, — Y, — Kr + ïP/< = o; 


R r — 2 P p. 


La troisième apprend que le moment de la résultante 
par rapport à un point quelconque du plan est égal à la 
■ somme algébrique de ceux des composantes; mais elle de- 
viendrait impossible si R était nulle sans que l’on eût 
= o : il n’y aurait donc pas alors de résultante. Et 
en effet, on voit que, dans ce cas , les forces données se 
réduisent à un couple; dans tout autre cas , on obtient une 
valeur de r qui satisfait à la troisième équation. Il existe 
donc une résultante dont on connaît la valeur, la direc- 
tion , la distance à l’origine; de plus, le sens dans lequel « 
elle tend à faire tourner autour de ce point est connu par 
le signe du moment R; - ; la résultante est donc entièrement 
déterminée. 

-49. Il est bon de remarquer que l’on a , pour une force 

Pb 

quelconque , xY — y\ = > 0 désignant l’angle des axes. 

En effet, une force P peut être remplacée par une force 
égale et parallèle appliquée à l’origine , plus le couple Vp ; 
et elle peut aussi être remplacée par les deux forces X , Y 
appliquées à l’origine , plus deux couples dont les moments 
sont xY sinÔ et — y X sinô. Les deux forces X et Y se 
composent en la force P, appliquée à l’origine : il est donc 
nécessaire que les deux couples se réduisent au premier; 
d’où l’on conclut 

• " arYsin 9 — yXsin 6 = P/j , 
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xY -vX = : 

sinfi 

• 

, 


• . , T • . , .1 / 




' cl l'on voit clairement comment les équations 
£ (xY — rX ) = o et %Pjj = o 


peuvent se remplacer l’une l’autre. 

Si les. axes sont rectangulaires, l'équation précédente ' 

devient • ~ • . 

» • • * 

xY — /X = Pfxcos <5 — j cos a) = P/t, 
ou ' ' 

xxosfi — J- COS a = p.* 


Considérations générâtes sur ta pesanteur et les centres 
de gravité. 

50. Tous les corps abandonnés à eux-mêmes prennent 
un mouvement vers l’intérieur de la terre, dans une di- 
rection perpendiculaire à la-surface des eaux tranquilles, 
et qu’on nomme verticale. S’ils sont retenus, ils exercent 
une pression sur l’obstacle dans la même direction. Par 
exemple, si un corps est suspendu par un Gl, ce G1 prend 
une direction verticale; et si l’on détache le corps, il 
tombe suivant] le prolongement de cette droite. L’expé- 
rience montre de plus que ce Gl est tiré par le corps qu’il 
soutient, sans interruption et avec une intensité constante 
dans le même lieu. ‘ . 

On peut donc admettre que tous les corps sont sollicités 
par üne force dirigée suivant la verticale et vers l'intérieur 
de la terre, et que cette force exerce son action d’une ma- 
nière continue, avec une intensité constante sur les corps 
qui' ne prennent aucun mouvement. Nous verrons plus 
tard que cette intensité est la même encore, pendant le 
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mouvement. La cause de .ecs ‘phénomènes se nomme }>e~ 
sanUtui'. La surface de la terre , ou mieux de la inerj étant’ 
si: peu près sphérique, la perpendiculaire à la surface des 
eaux tranquilles passe sensiblement par le centre de. la ; 
terre , et change par conséquent de direction avec la po- 
sition sur la surface;; son intensité change quand on s’éloi- 
gne ou qu’on s’approche du centre, et dans le même rap- 
. port pour toits les corps. . • 

. Mais ces variations ne sont pas sensibles dans une petite 
étendue, et l’on peut regarder les verticales comme paral- 
lèles, et la pesanteur comme constante, pourvu que l’on 
considère des points peu éloignés les uns des autres relati- 
vement atl rayon delà terre. 

Au reste, il n'est pas besoin de connaître la figure de la 
terre pour constater, par expérience, le parallélisme des 
verticales et la constance de la. pesanteur dans une étendue 
beaucoup plus considérable que les dimensions des corps 
que nous avons en vue de considérer ici. Nous les admet- 
tons donc comme des données fournies par des expériences . 
directes. 

La pesanteur sollicite les parties intérieures, des corps 
comme les parties extérieures. Il faut faire le même effort 
pour supporter un corps entier, ou . les parties dans les- 
quelles on' le divise^ et, s’il est creux, les corps que l’on y 
renfermera exerceront le même effort que s’ils étaient 
placés à l’extérieur. Nous pouvons donc regarder cette 
force comme agissant sur toutes les parties qui composent 
les corps; et nous en verrons une confirmation complète 
dans le mouvement qu ils prennent suivant la verticale.' 

En appliquant la théorie des forces parallèles à celles 
qui proviennent de la pesanteur, on reconnaît d’abord 
qu elles ont unè résultante qui leur est parallèle , et est 
égale à leur somme; on l’appelle le poids du corps. 

En second lieu, cette résultante a son point d’applica- 
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lion indépendant de la direction des forces relativement 
au corps. C’est le centre des forces parallèles produites ■ . , * 
par la gravité. On Ini donne le nom de centre rie 
. gravité, . • ’ - 

51 . Lorsque' la matière qui compose le corps est homo- 
gène, les volumes égaux ont des poids égaux. Si la matière 
de deux corps homogènes est différente, le poids est géné- 
ralement différent pour des volumes égaux. On appelle 
poids spécifique d’une substance homogène le poids de 
l’unité de volume, ou, ce qui est la même chose, le rap-. . 
port du poids d’un volume quelconque de cette substance 

à ce volume même. Dans les Tables que l’on a formées, on 
rapporte ces poids spécifiques à celui de l’eau distillée, 
prise à la température. où sa densité est la plus grande, et ' 
qui est d’environ 4 degrés au-dessus de zéro ; quant aux 
autres corps, on les suppose pris à la température zéro.. 

Les moyens employés pour sa formation se rapportent à 
la physique, et nous ne nous en occuperons pas. • 

Le poids qu’on a choisi pour terme de comparaison est 
celui d’un centimètre cube d’eau distillée, prise au maxi- 
mum de densité, et considéré à l’Observatoire de Paris; 
on le nomme gramme. Les nombres renfermés dans la 
Table des poids spécifiques expriment dqnc le nombre de 
grammes que pèse un centimètre cubc.de ces substances, 
prises à la température zéro. • • 

52. Si le corps n’est pas homogène , le poids ne sera 
plus proportionnel au volume. Pour se faire une idée nette 
de ce que l’on doit entendre par poids spécifique d’une ‘ 
substance en un point donné, on en considérera une por- 
tion infiniment petite, dont ce point fera partie, et l’on 
prendra le rapport de son poids à son volume; on aura 
ainsi son poids spécifique moyen ; lorsque ce Volume tend 
vers zéro , le rapport tend vers une limite que l’on appelle 

le poids spécifique de la substance en ce point. Si la na- 
i™ année. . . (> 
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turc de cette substance change d’une manière continue, 
le poids spécifique sera une fonction continue des coor- 
données des différents points ; et si cette fonction est 
donnée, ainsi que la figure du corps, on peut encore se 
proposer d’en déterminer le centre de gravité. On voit, 
d’après cette définition , qu’un volume infiniment petit du 
corps aura un poids qui ne différera que d’une quantité 
infiniment petite, par rapport à lui-mème, du produit de 
■ ce volume par le poids spécifique relatif à l’un quelconque 
.de ses points. 

53. Quoique les surfaces et les lignes ne puissent avoir 
de poids*, puisqu’elles ne sont que des limites et ne ren- 
ferment aucun»; partie matérielle, on les considère néan- 

• moins comme ayant un centre de gravité. On suppose alors 
qu’elles sont soumises à l’action de forces parallèles, qui , 
dans le cas de l'homogénéité, donnent des résultantes égales 
pour des parties équivalentes ; et l'on donne l’intensité de 
cette force pour l’unité de surface ou de longueur. En par- 
lant de cette hypothèse, et considérant toujours les sur- 
faces et les lignes comme on le fait dans la géométrie, il 
n’y a rien que de clair dans la recherche du centre de ces 
forces parallèles, qu'on nomme, par analogie, centre de 
gravité. 

Si les résultantes n'étaient pas égales pour des aires 
' équivalentes, on concevrait, pour un point quelconque, 
une portion infiniment petite renfermant ce point , et on 
prendrait le rapport de la résultante de cette portion à son 

• aire. La limite de ce rapport sera déterminée, et nous lui 

donnerons, par analogie, le nom de poids spécifique de la 
surface en ce point ; ce poids spécifique sera une fonction 
connue' des coordonnées des points de la surface , et le 
centre des forces parallèles,' que l’on désignera encore 
sous le nom de centre de gravité, sera entièrement déter- 
miné. • 
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Les mêmes considérations s appliquent au cas d’une 
ligne dans laquelle des ares égaux ne donneraient pas des 
résultantes égales. 

o4\ Les corps sont réellement composés de parties très- 
petites», séparées les" unes des autres, mais.il n’y a aucun 
inconvénient à les supposer formés d’une -matière conti- 
nue; car cela ne produira d’autre ellèt que de changer de 
quantités insensibles les points d’application des forces, et 
il n’en peut résulter aucune erreur appréciable dans les 
résultats. 

5è>. Lorsque l’on connaît les poids et les centres de gra- 
vité de corps en nombre fini, le théorème des moments 
donne immédiatement la position du centre de gravité du 
système. Si l’on désigne par P un quelconque des poids, 
par x, j-, z les coordonnées de son centre de gravité, et 
par .r, , jy, z, celles du centre de gravité du- système, on 
. aura 

ïPx ïP r ïPz 

x ' “ TF’ r ' ~ FF’ Zl ‘ Tp 

Ces formules subsistent, quel que soit le nombre dé 
corps, et quelque petits qu’ils soient chacuns S’ils dimi- 
nuent indéfiniment, et que leur système tende vers une 
certaine limite, les limites des valeurs de x , , y,, z\ seront 
les coordonnées du centre de gravité de cette limite; et 
leurs valeurs ne Seront pas altérées, si l’on néglige, dans 
tous les termes de ces sommes, des quantités infiniment 
petites par rapport à ces termes mêmes. 

Détermination (les centres (le (/ranité. 

56. Lorsque la surface d’un corps de nature quelconque 
est convexe, son centre de gravité est nécessairement dans 
l’intérieur; car, si 1 on compose successivement toutes les 

• ■ • 6 . 
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forces, en partant d’un point quelconque situé dans l’in- 
térieur, les points d’application des résultantes successives 
y resteront constamment. Cette simple observation per- 
met de ramener au calcul la détermination des centres de 
gravité des corps, sans aucune recherche préalable. JL1 suf- 
fira, pour cela, de les décomposer en éléments infiniment 
petits dans tous les sens , parce qu’ alors on pourra prendre 
pour centredegravitéde ces éléments un point quelconque 
de leur surface ou de leur intérieur, ou même en dehors, 
et à une distance infiniment petite ; car on n’altérera 
qu’infiniment peu les coordonnées du centre de gravité de 
chacun.de ces éléments, et, par cbnséquent, son moment 
né sera en erreur que d’une quantité infiniment petite par 
rapport à lui-même. Donc la limite de la somme des mo- 
ments ne sera pas altérée , et l’on peut établir cette pro- 
position générale : 

Le produit du poids d’un corps par la distance de . 
son centre de gravité à un plan quelconque est égal à 
la limite de la somme des produits des poids de chacun 
de ses éléments infiniment petits en tous sens, parles 
■distances d’un quelconqae des points de ces éléments 
respectifs, ou d’autres points infiniment voisins, à ce 
même plan. . . > . 

Si le corps est homogène , le poids d’une quelconque de 
scs parties est égal à son volume multiplié parle poids spé- 
cifique de la substance ; mais, s’il ne l’est pas , le'poids d’un 
élément sera égal à son volume multiplié par un poids 
spécifique moyen, qui ne différera que d’une quantité 
infiniment petite du poids spécifique de la substance en 
un quelconque des points de cet élément. Âiijsi , dans ce 
cas, on multipliera le volume infiniment petit de l’élé- 
ment par le poids spécifique relatif à l’un quelconque de 
ses points ou des points infiniment voisins, et, en substi- 
tuant ce produit au poids réel de l’élément, il n’en résul- 
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tera aucune erreur dans la limite de la somme des poids et 
de leurs moments. 

Il est facile dé voir comment toutes ces considérations 
s’appliquent aux surfaces et aTix lignes. Nous allons les 
examiner successivement. 


Centres de gravité des lignes. 

m • * 

57.' Les équations d’une ligne dans l’espace détermi- 
nent deux coordonnées en fonction de la troisième , par 
exemple y et z en fonction de x. L’expression de l’élé- 

ment de laligneestiiri / i + ^7 -+- ^ = ds , et son poids 

pds, p étant une ionction connue de x, qui exprime le 
poids spécifique de la ligne au point que l’on considère. 
En appelant P le poids dont les extrémités correspondent 
aux abscisses x», X, on aura 

é 1 , r 

px >x 

P = I pds, Px,= I pxi/s, 

• dx, m Jx , 

P/1= f pyds, P z,= f ptds-, 
d où l’on tirera P, x t , y , , Z\. ♦ 

P 

Si la ligne est homogène, p est constant, - est la lon- 
gueur s de Lare , et l’on a simplement 

J r x , / d? d? ' r x . 

X X pX 

yds, «,= J * ids. 

Si la ligne est plane, on la supposera dans le plan XY, 
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et il suffira do faire z = o dans les pjremières ou les se- 
condes formules, suivant que cette ligne a uii poids spé- 
cifique variable ou constant. Dans ce dernier cas, elles 
deviennent * 


. ' =1 r/ V ,+ 2’ =jC *“*• "- r ' ■-£ ' • 

- « » 

0 

Centres (le ipavité (les surfaces. 

58. Si l'on conçoit une surface courbe décomposée en 
éléments infiniment petits dans tous les sens, par deux 
séries de plans, les uns perpendiculaires à l’axe des x, les 
autres à l’axe des y, nous avons vu qqe 1 on pouvait 
prendre, au lieu de l’élément même de la surface, l’ex- 
/ ( dz \ 2 j <iz \ J 

pression dxdyy t -+- I — I -+- » que nous représen- 

terons par dA . Soit p la fonction de x et y, qui exprime 
le poids spécifique en un point quelconque de la sur- 
face; le poids de cet élément sera pdA , et ses moments 
seront pxdA , pydA, pzdA ; on aura donc, en désignant 
par P le poids de l’aire totale que l’on considère, 

V—SSP dK ' Px < =Sfw xd A . Pyi = JJpydK, P=, — fj'pzdK. 

Les limites de ces intégrales sont les mêmes que pour la 
quadrature des surfaces courbes. * 

p 

Si la surface est homogène, p est constant et - est l’aire ' 
totale que nous représenterons par A : on aura alors 


A =ffd*dy > + (J) »’ A.r, = /7>rfA, 

Aj, — fl y rl A, Az, = J'JzdA- 
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59. Surfaces de révolution. — Le centre de gravité 
d’une surface de révolution homogène est situé sur son 


: 0 , Z. 


axe. Si on le prend pour axe des x, on aura y , : 
et il s u dira de connaître x t . Sr l’on considère la partie de 
la surface comprise entre les deux plans correspondants 
aux valeurs x 0 et X , on aura, èn désignant son aire par A, 
et par y l'ordonnée de la génératrice, 


r x / dy‘ Y* x / ci 

A = 27 T I ydxi/ 1 +- — , Ax, = 27 r 1 yxdx\/ i H — 

V Jx/ ■ V* ^ ' V 


dx’ 


On connaîtra ainsi A et ensuite x,. 

• 60. Surfaces planes . — Lorsque la surface est plane, . 

ou la rapporte à deux axes situés dans son' plan. 

Les formules générales s’appliqueront à ce i:as en y 
supposant z -xx o; elles deviennent alors 

P =ffpdxdjr,. Px, = ff pxdxdy x P ) , = ff pydxdy . 

On intégrera d'abord par rapport à y entre ha deux valeurs 
y 0 , Y qui sont des fonctions de x données par l’équation de 
la courbe qui termine la surface. On aura ainsi des fonc- 
tions de x qu'on intégrera entre les valeurs extrêmes .r 0 , X. 

Si la surface est homogène , p est constant. - est faire 

P 

A , et I on aura 

A —J'fdxdy, Ax, — ff xdxity, Ay, == ffydrdy. 


ou 


A = f (Y — ÿ,)dx, Ax, = f (Y — y,).i(Cr, 

Jx, Jx, ■ 

A. r. = i f br* -/!)*• • - • 

Jx„ 

(Il . Corps solides. — Déeomposorts le corps en une in- 
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fini té de tranches par une série de pians perpendiculaires' 
à 1 axe des X ; coupons-Ie ensuite par une série de plans 
perpendiculaires à l’axe des y ; les parties comprises entre 
deux plans consécutifs d’une série et deux plan» consé- 
cutifs de l’autre seront précisément celles que nous avons 
considérées dans la mesure des volumes en générai. Mais. 

• comme nous devons prendre ici des éléments infiniment 
petits dans tous les sens, nous supposerons une troisième 
série de plans perpendiculaires à l’axe des z , et le corps 
se trouvera décomposé en parallélipfpèdes rectangles i 
ayant pour arêtes dx , dy, dz. ' 

Pour chacun de ces parallélipipèdcs dont les coor- . 
'données de deux des sommets sont x, y, z et *x + dx. 
y -f- dy, z — f- dz , ou prendra x 3 y , z au lieu des coordon-. 
uées du-centre de gravité, et la fonction p qui exprime le 
poids spécifique sera rapportée aux mêmes valeurs x,y, z ; 
nous avons prouvé que la limite de la somme des moments 
n’en sera pas altérée. De cette maniéré le poids et les 
moments de cet élément par rapport aux plans coordonnés 
•pourront être remplacés respectivement par 

pdjcdydz, pxdxdydz , pydxdydz , pzdxdydz. 

Soient z 0 , Z les fonctions de x ut y qui expriment les 
ordonnée^ de la surface inférieure et de la surface supé- 
rieure du corps ; on fera d’abord la somme des éléments en 
supposant que X et y restent constants , et que z passe pat- 
toutes les valeurs entre z 0 et Z ; c’est-à-dire qu’on inté- 
grera ces expressions par rapport à z entre les limites 
r„, Z , et l’on obtiendra ainsi des fonctions de x ety seule- 
ment, qui exprimeront le poids et les moments de la par- 
tie du corps comprise entre quatre plans infiniment 
voisins, dont deux sont perpendiculaires à l’axe des x et 
les deux autres à l'a'xe des t . Ces fonctions auront poui 
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expressions 


rtxdy 


'.r J ’ pdz, 


r z 

xdxdy I pdz , 


y ( ixdy 


dxdv 


f‘ fuh 


Pour avoir le poids et les moments du volume compris en- 
tre les deux plans perpendiculaire* à l’axe des x, il faudra 
intégrer cos fonctions de x etj' par rapport ay en considé- 
«j|nt x comme constant, et prenant pour limites dej' les 
deux fonctions de x qui expriment les ordonnées de la 
courbe qui est la projection de la surface sur le plan X Y, 
et que nous avons donné le moyen de déterminer dans le 
Cours d’ Analyse. Désignant par y 0 et Y ces fonctions 
connues de x, les sommes relatives à la partie comprise 
entre les deux plans seront 

/* v . fX /*Z 

dx ! dy J pdz, xdx I dy I pdz , 

Jy, dz. Jy, Jz,, 

r \ r z, r \ r z 

d.v I ydy- J pdz, dr I. dy I pzdz. 

Ces quatre expressions ne renferment plus que la varia- 
ble x, et on les intégrera entre les deux valeurs de x re- 
latives aux deux plans perpendiculaires à l’axe des x entre 
lesquels le corps se trouvera compris. Ces valeurs ;Xo et X 
sont, en général, celles pour lesquelles les plans tahgents 
au corps sont perpendiculaires à l’axe des x. Dans tous les 
cas, on saura les déterminer d’après la forme de la surface, 

. et les expressions des sommes seront respectivement - 

/»X /»Y /»Z /*X /»Y /«Z 

f d.v I dy pdz, I xdx f dy I pdz, 

dx. Jy. dz- dr dy. dz „ 

, W pY • p/. p\ p\ p % 

I dx J ydy I pdz, f dx I dy I pzdz. 

• Jy 0 Jz „ Jjt„ « / > „ J' A 
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Ou pouiYait effectuer ces intégrations dans un ordre 
différent et commencer par la somme des éléments pour 
lesquels x et z seraient constants, ou encore y et s. On 
pourra même suivre un ordre différent pour chacune des 
quatre expressions si l’on y trouve qticlque avantage : on 
obtiendra toujours les mêmes valeurs définitives, puis-' 
qu'elles représenteront le poids du corps et les limites, des 
sommes des moments des mêmes éléments considérés seu- 
lement dans un ordre différent. Si nous désignons ces di- 
verses expressions par * 

fffpdxdydz , JJfpxdxdydz , JJ'Jpydxdydz, fffpzdxdydz, 
* 

eu faisant les intégrations comme nous l’avons indiqué, 
les coordonnées x, y, z seront déterminées, ainsi que le 
poids P, parles quatre équations suivantes: ’ 

P — SfJp dxd X dz t . Px, = fffpxdxdydz y 

• Vf‘=fffpj' t,xd J' dz , Pz ' =fSSp zdx,{ y dz - 

Si le poids spécifique est conslaut, ces équations devien- 

• tient , en représentant par Y le Volume du corps qui est 

égal à - i 

■ P -• > 

V =fff d * d r d *i ' \x { =fffxdxdydz, 

Vy, = JJJydxdydz , Vz, —JJJzdxdydz. 

Ou peut effectuer dans ce cas une des intégrations, pat 
■exemple celle par rapporta z, on aura , en prenant pour 
- limites z 0 et Z, 

V = f f (Z — z,) rlxdy , \x, = J f (Z — z„) xdxdy , 

Y/i =JJ(Z-z,)ydxdy , Va, = *//( Z’-zJ) dxdy, 

les limites relatives à y e.t .r étant les mêmes que précé- 
demment. . . 
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J-'.ntin , si l’on pouvait recoTniaitre immédiatement le 
centre dc^grayité.dq la partie comprise outre deux plans 
infiniment voisins, perpendiculaires à l’un des axes , par 
exemple à l'axe des x, on prendrait ces parties pour les 
éléments du corps, et il n’y aurait que la seule variable 
.r dans l’ expression de leurs moments par rapport «à YZ; 
une seule intégration donnerait donc le centre de gravité 
du corps, si ceux des. éléments étaient sur une ligne 
connue. Nous allons en donner quelques exemples. 

(12. Solides de révolution. — La subslance.qui eom- 
l>6$t le solide de révolution étant supposée homogène, il 
résulte de la symétrie que le centre de gravité est situé sur 
* l’axe, soit qu’on considère le^oorps entier, ou une- partie 
comprise entre deux plans perpendiculaires à c-Ct axe. Si 
pour plus de simplicité on le prend pour axe des^r, il suf-- 
fira de trouver x 4 parce que y, et-z, seront nuis. On aura , 
dans ce cas, Jes deux équations suivantes, dans lesquelles 
V et ) 0 désignent les ordonnées des deux oourhes qui ter- 
minent l’aire génératrice situéedanslo plan x,y: 

* ’• ’ # • # N ^ 

( (Y 1 — y\}dx, Vx, = * f (Y"— fl'xirx, 

i 


d'ou l’on tirera V et a:,. 

(13. Cylindres . — Si l'on considère un cylindre homo- 
gène ayant une base quelconque terminée par un contour 
polygonal ou curviligne, et qu’on le partage par des plans 
parallèles aux bases,' la somme des moments est nulle par 
rapport au plan également distant des bases; le centre de 
gravité est donc sur ce plan. 

Si l’on conçoit ensuite un système de plans infiniment 
\oisins, parallèles entre eux et aux arêtes, le cylindre se 
trouvera décomposé en parallélépipèdes dont les bases 
seront les éléments des bases du rylindre, et "dont les 
moments seront proportionnels à ceux jrle leurs. bases pat 
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rapport à tout plau parallèle à leurs faces finies. Donc les . 
sommes des moments, soit des faces, soit des parallélépi- 
pèdes, seront milles pour le même.plan. Donc tout plan 
parallèle aux arêtes, et passant par la ligne qui joint les 
centres de gravité des deux bases, contient le centre de 
gravité du cylindre. Donc.ce point se trouve et sur cette 
droite, et sur le plan équidistant des bases; il est donc 
' au milieu de la droite qui joint les centres de gravité des 
deux bases. • • • ■ ' 

(Si. Si le corps était rapporté à des coordonnées polaires, 
on emploierait le mode de décomposition indiqué damrle 
Cours d’ Analyse; niais on chercherait encore les coordon- • 
liées rectangulaires du centre de gravité. I.es équations 
entre les coordonnées rectangulaires et polaires sont 


z = r cos9, x=rsin0sin\j/, y ==rsin0cosy. 


I 


Nous t aVons vu que l'élément du volume avait pour 
expression /•* siu.0 dQ dtp dr. Donc l’élément du poids 
sera pr* sin 1 d9 tfy dr , et son moment par rapport à 
chacun des plans s'obtiendra en multipliant cette expres- 
sion. successivement par X, y, z ou leurs valeurs en 

0, ip, r. On aura ainsi • 

•c.W . . « . 

. • -P: = yy y /jr’sin 0 tlQtty itr, 

V. -V ’ i*Jft = J S S p r * s ‘ n * ® <os T* r ^ r ’ 

P/, = J'J'J'pr i sin' , QsinÿdQd-y<lr, i ' . 
P z, = J" J~ J~ pr 3 sinO cos QdSdÿdr. 

■ 

Les limites de ces intégrales sont les mêmes que celles 
que nous avons indiquées dans la cubatùre des solides. 


Diverses propriétés des centres de gravité. 

, , 0 • 

65. Soit un nombre quelconque de corps ayant respec- 
tivement pour poids p , p , p " , et dont les centres de 
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gravité respectifs soient distants du centre de gravité de 
leur système, de quantités p , p , p",,v. ; prenons ce centre 
pour le point «de rencontre de trois axes rectangulaires 
avec lesquels les lignes p, p', p ",, . . font les angles 
a, 6 , y, a', 6', y', .....Le théorème des moments donnera, 
relativement aux trois plans coordonnés , 

(i) £ pp cos a = o, £pp cos ê = o, Ipp cos 7=0. 

Donc il y aurait équilibre entre des forces appliquées 
à un point sit,p.ù à l’origine, c’est-à-dire au centre de 
gravité du système, dirigées suivant les droites p, p \... , 
et proportionnelles aux jn'oduits pp, p'p. La réciproque 
est évidente. 

Si les poids p, p', . . . sont égaux, les forcés sont pro- 
portionnelles aux distances du centre de gravité du sys- 
tème, aux centres de gravité des poids égaux qui le corn-' 
posent. 

66. Si maintenant on - ajoute les carrés des premiers- 
membres des équations (i), on obtient, en désignant par 

pp' l’angle desdeux rayons p et p', 

£p ! p ! -1- £ 2 pp'ff' COS pp' = O. 

Mais p 2 -f- p'* — 2 pp' cos pp' = r ! , »• étant la distance des 
centres de gravité des corps p , p ; donc 

£/>y -f- £pp'(p’ + p' 2 — r‘)= o. 

Tous les termes qui renferment p* ont pour expression 
pp * (p -\-p -f- p" -f- . . .), et l’on en trouverait de sem- 
blables pour p'*, p"’, etc...; de sorte qu’en posant 
p-\-p -\-p" -¥ ■ . .=P, on aura 

- ? £pp ! =?--pp'r'- 

Si tous les poids sont égaux et en nombre ni, on a 
£r s = tu Eo * . 


O 
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Cetie dernière proposition est un cas particulier de la 
suivante, où l’on suppose que l’origine des coordonnées 
est un point quelconque de l’espace. Lejnhéorèmc des 
moments donne alors, en. représentant par R la droite' . 
menée de l’origine au centre de gravité du système, et 
par a, b, c les angles qu’elle fait avec les axes, 

PR cos a Ipp cos a, .% 

. PR, cos b = Ipo cos 6, 

PR cos c = Ipt- cos' y ; , 

d’où, eu ajoutant les carrés des membres de ces équa- 
tions et observant que les seconds membres sont les mômes 
que dans le cas précédent, 

P’R’ = P 'Lpf — ïpplr'. 

De cette équation on conclut que si la distance R du 
centre de gravité d’un système à uii point jixe quelcon- 
que restant constante, ce système invariable de forme . 
se déplace d’une manière quelconque, la somme des pro- 
duits des poids par les carrés des distances de leurs 
centres de gravité à ce point fixe sera constante. 

En effet, R étant constant ainsi que les distances dé- 
signées par r, il en résulte que Epp* est constant. 

On voit encore que 2/>c 5 est le plus petit possible quand 
R = o, et, par conséquent, le centre de gravité d’un sys- 
tème jouit de cette propriété, que la somme des produits 
des poids par les carrés des distances de leurs centres de 
gravité respectifs à ce point est un minimum. 

Théorème de Guldin. 

07. Le volume V., engendré par la surface plane com- 
prise entre deux courbes dont les ordonnées sont j «. 1, et 


t 
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deux .parallèles à l’axe tics •) correspondantes aux abscisses" 
.r 0 ', X, a pour expression 

-X 


v= 7T. f (Y >-ri)dx. 


Mais l’ordonnée jp, du centre de gravité de la surface en 
question, dont nous désignerons l’aire par. A, est donnée 
par l’équation 

\J\ = ± f X (Y; — y'l)dx-, 

donc 

Y = nzy l A, ’ • 


et, par conséquent, le volume engendré par une aire 
plane tournant autour d'un axe situé dans son plan est 
égal au produit de celte aire par la circonférence décrite 
par son centre de gravité. 

(58. La surface’ A,, engendrée par la révolution d’un arc 
de courbe plane tournant autour d’un axe situé dans son 
plan, a pour expression 

A = air I y ds. 

dr. 

Mais l’ordonnée y, du centre de gravité de l’arc s est 
donnée par l’équation 


donc 



et, par conséquent, l’aire engendrée par un arc de courbe 
plane , tournant autour d'un axe situé dans son plan . 
est égale à cet arc multiplié par la circonférence dé- 
crite par sou centre de gravité. Ces deux propositions, 
constituent ce qu’on appelle le théorème de Gu/din. 
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■ Les aires où les volumes décrits 'dans une partie quel- *. 
eouque de la révolution étant proportionnels à l'angle 
dont la figure a tourné, il s’ensuit que, pour en avoir la* 
mesure, il faudra prendre l’arc décrit par le centre de 
gravité au lieu de la circonférence entière. 

69. Si une surface plane tourne successivement autour 
île plusieurs axes, le volume engendré s’obtiendra en mul- 
tipliant son aire par la somme des arcs parcourus par son . 
centre de gravité. Cette proposition, étant indépendante 
de la distance des axes, a lieu encore quand ils se succè- 
dent à des distances infiniment petites, pourvu qu’ils 
soient toujours dans le plan de la surface mobile; et, dans • 
ce cas, deux axes consécutifs peuvent être parallèles ou se 
^rencontrer. 

Par exemple, si l’on suppose une courbe plane, et que 
la surface génératrice se meuve de manière que son plan 
soit toujours normal à cette courbe et soit toujours percé 
par elle au même point, et que tous les points n’aient que des 
mouvements parallèles au plan de la courbe directrice , on 
peut regarder un pareil mouvement comme produit par le 
développement du plan de la génératrice qui serait en- 
roulé sur le cylindre qui aurait pour base la développée 
de la directrice : il est la limite du mouvement qui aurait 
lieu autour d’axes perpendiculaires au plan de la directrice 
et qui tendraient indéfiniment vers les arêtes du cylindre 
en question. 

Si, pour plus de généralité, on considère une courbe à 
double courbure décrite par un point constant du plan 
delà surface génératrice, et qu’on prenne pour axes suc- 
cessifs les perpendiculaires menées par les centres de cour- 
bure de la directrice aux plans oscillateurs, on pourra 
encore appliquer la même proposition; car, quoique ces 
_axcs successifs ne se coupent réellement pas, on peut, en 
ne considérant que les limites, négliger l’erreur qui en 
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résulterait , parce que leur distance est une quantité 
infiniment petite d’un ordre supérieur au premier. 

On peut se représenter ce mouvement en supposant que 
Je plan de la surface génératrice soit enroulé sur la sur- 
face polaire de la directrice, qui est le lieu des axes autour 
desquels s’exécutent les mouvements successifs. Si l’on dé- 
roule .ensuite ce plan sans glissement, il sera constamment 
normal à la directrice, et sera toujours rencontré par elle 
au même point. Par cette suite de rotations infiniment 
petites, la surface donnée engendrera un volume égal au 
produit de sou aire par la courbe décrite par son centre 
de gravité. Pour que ce théorème ne subisse aucune mo- 
dification, il faut supposer que la surface génératrice ne 
vienne jamais couper les axes de-rotation successifs. 


• / 

• ’ < 

' ‘4 


Volume du cylindre tronqué.- 

70. Le volume 'd’un cylindre tronqué dont la base est 
sur le plan XY et les arêtes perpendiculaires à ce plan est 
exprimé par V= jjzdxdy , z étant l’ordonnée du plan, 
et les limites des intégrales étant déterminées par le con- 
tour de la base qui peut être composé de lignes droites ou 
courbes. Mais si l’on appelle y l’angle des plans des deux 
bases, les éléments de l’aire de la base supérieure sont 

<lxriy cette a ; re lota J c sera _A_ en désignant par A la 
COSÿ cos f 1 

base inférieure , et l’ordonnée du centre de gravité de la 

base supérieure sera donnée par l’équation 


— ff! 

c ° s r J J 


ou A z 


' = // 


zdxdy . 


Donc V = As,. Le volume est donc égal à sa base multi- 
pliée par la perpendiculaire abaissée du centre de gravité 
de la base supérieure sur le plan de la base inférieure. 

. . i re année. . - ' 7 
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Remarquons maintenant que les centres de gravité des 
deux bases sont sur une môme parallèle aux arôtes. Car, si 
l’on prend les moments des éléments correspondants dxdy 

et par rapport à un môme plan quelconque parallèle 

aux arêtes, ils seront dans le rapport de cos<p : i ; donc ils 
seront nuis en même temps, et par conséquent tout plan , 
parallèle aux arêtes, qui passe par le centre de gravité 
d’une des bases passe par le centre de gravité de l’autre. 
Ces deux centres sont donc sur une même parallèle aux 
arêtes. Ainsi , les centres de gravité de toutes les sections 
planes que l'on peut faire dans un cylindre indéfini sont 
sur une même droite parallèle aux arêtes, et par consé- 
quent toutes les sections du cylindre, menées par un même 
point de cette droite, ont ce point même pour centre 
commun de gravité. 

Si l’on suppose maintenant un cylindre tronqué dont 
les arêtes soient obliques sur les deux bases, on peut le 
regarder comme la différence de deux autres qui auraient 
pour base la section orthogonale; la différence des per- 
pendiculaires abaissée des centres de gravité des deux 
bases sur le plan de cette section sera la droite qui join- 
dra ces deux points. D’où résulte ce théorème : 

Le volume d’un cylindre tronqué quelconque est égal 
au produit de la section orthogonale par la droite qui 
joint les centres de. gravité de ses deux bases. 

On peut encore énoncer cette proposition d’une autre 
manière, en observant que le rapport de la section ortho- 
gonale à l’uue des bases est le cosinus de l’angle de leurs 
plans ou le sinus de l’angle des arêtes avec cette base, et 
que par conséquent il- est égal au rapport de la perpendi- 
culaire à cette base, abaissée du centre de gravité de l’au- 
tre, à la droite qui joint les deux centres. On aura ainsi 
cet autre énoncé . 


Diq 
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Le volume d’un cylindre tronqué est égal au produit, 
d'une des bases par la perpendiculaire abaissée du 
centre de gravité de l'autre sur le plan de la première. 

. - '* * . b 

• . * • , . 

Applications des formules précédentes. 

71 . Arc.de cercle. — Soient R (fig. 27) le rayon AR 
de l’arc MN , R le milieu de cet arc ; posons 

M?ï = c, MBN == /. 

La symétrie de l’arc par rapport à l’axe des x montre que 
son centre de gravité est sur cet axe; on a donc y, = o; 
et x, sera donné par l’équation suivante : 

S • g . -, 

tx, — f xds — Rfds cos — == R’ sin — C = Rc. 

Ainsi on a la proportion 

• /:c ” R : x t . 

72. Arc de cycloïde. — L’équation différentielle de la 
cycloïde rapportée à son sommet est 


i-t donr 


/ y- 

dx V 2(7 Y 


ds — y^âfl.rp-- 
VX 


On aura donc, en faisant commencer l’arc au sommet, 
s = a ^ 2 aÿ, 

.. , / — r 1 , 2.\j2.a 4. 

sy , = J yds =\ 2a J y 1 dy — — — y-s, 

7- 
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vx, — V 2 « 2 V 2 " '^- r i 

J • = 7\2a{.rf~ — Jtlyfiüi — y) 

— ?V 2 a [-«y’ +}(?.«— r)’J + c; . 

et comme .v.r, doit être nul , pour y = o , on aura 

160 * 


C — 


d’où 


/• , = 2 > *, = x •+ 


3 1 

2(2 a — yp 8 u‘ 


3 <Jy ' 3^2 ay 

73. Arc d&para&ole. — Soient 

y = ipx, ydy = pdjc , 


on aura 


.,= 1 f<tyJÿT7= l \yÛL±P! , 

p • ■ Pi 2 2 p J 

en supposant que l’arc commence au sommet et par con- 
séquent devienne nul pour y =0 ; on trouvera ensuite 


s ï ■ ±'-Jy<h'Jy +/' , =^ (/’ —y » 


«1 — x -j x( iy']y. ± i-p'' — S x 7 y/ r + ~ ï <lx y/ 

- _ ( J + f)\/ j; + / ~? />’, **+'' + V*’+ T 


On connaîtra donc ainsi .r, ety,. 

74. v^tre t/« triangle. — On prendra l’origine à l’un 
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des sommets, et l’axe des x perpendiculaire à la base. Les 
droites dont les deux autres côtés font partie auront des 
équations de la forme 

y = mx , y = m'x. 

Soient a la base et h la hauteur, l’aire du triangle sera 
égale à ^ , et l’on aura ensuite 


ait 


— x, = (/«' — m) J'x'dx—(nï — m) ^ i 


ah 




■j y . = ? K 1 — m ' ) S x ' dx 

Faisant x = h et désignant par p l’ordonnée "■ -h du 
milieu de la base , il vient 



La dernière équation montre que le centre de gravité se 
trouve sur la droite qui joint le sommet au milieu de la 
base; et la première indique qu’il est situé aux deux tiers 
de cette ligne à partir du sommet , ou au tiers à partir de 
la base. 

75. Aire du cercle. — Soit y 1 = R ! x* l’équation 
du cercle , et cherchons le centre de gravité de l’aire com- 
prise entre deux parallèles à l’axe des y, correspondantes 
aux abscisses x<>, x. Nous aurons , en désignant les aires 
par la lettre A , 

•» 3 . 

Ax, — J 7.x y [t : — x 1 dx = — -j( R’ — x’)' 1 -+- ÿ ( l\ — x J V ; 

supposant x — R , il vient 
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A= R’ arc cos -- — x„ \jK l — x\ 


Si , de plus, jc 0 = o , on aura 

ttR» 
a ’ 


A= 


x, =z 


_4R 


3k 


Si, au lieu d’un segment, on considère un secteur, la 
question se ramène de suite à trouver le centre de gravité 
<Tuii arc de cercle. En effet, le secteur peut être Considéré 
comme la limite d’une infinité de triangles ayant leur som- 
met commun au centre. Les centres de gravité de ces élé- 
ments sont équidistants et situés sur un arc de cercle com- 
pris entre les mômes rayons que le premier, et décrit du 

môme centre avec un rayon égal à Le centre de gra- 
vité du secteur sera donc le môme que celui de cet arc. 

76. Aire de la parabole. — Soit y i — ipx , on aura , 
en considérant l’aire comprise entre l’axe des x , l’ordon- 
née et l’arc 


.Wv J 
■~T~* 


• / • — 2U^2D — 

Aj, =r J'xjdxxxyap J x 7 dxxx-^-~x 7 > 


JJ JC * 

Ar .' = 7 S y hlx =pjxtlx z= ; 


d’où 




77. Aire de la cy doit le. — L’équation de la cycloïde 
rapportée à son sommet est 


x = ^2 ay — y‘-y 


ii arc cos- 


a — r 


d’où 


te / •’<■< — y 

fr~y r 


tlx 

T y 
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En considérant l’aire comprise entre l’arc', l’ordonnée 
et la tangente au sommet, qui est l’axe des x, on aura 

A= f rfy V'^/' = cos 

2 2 n 

On aura ensuite 
Ax, = j xdy \}iay — y‘ 

• . =Jdf{%ay—y') + aJ\rccm~—^-(lysJztiÿ — y ! -'~ 

La première intégrale est égale à ay' — ~ Quant A la 
seconde, nous aurons, en intégrant par parties, 

. a — Y i ' * • ' ' 

j arc cos- a dy \J 2 r 1 y —y ‘ 

z=:Uccos^-—-Jdy \fiay — y J ~— j ^ Jdy\J aay—y’J 

• * - * . 

o — rf(r — a)\Jlny — y‘ «• a — r~| 

s - - ■ + - arc cos - 

« L 2 2 , d J 

JL 5 31 'Jzay— /\J . 


: arc cos ■ 



— — arc cos - 

2 

H — ( arc cos — ) 

a 2 \ a l 


1 


y 1 ay a 1 / 

• 4 2 4 1 

a —y \ s „ 

arc cos — ) -+- C 

i a 1 



-{y- 

a)Jiay — y 1 i 

<*—y ■ ' - " . - 


V 


2 

a- / n — y 1 

-t- y arc cos 

4 \ " ! 



* 


1 4 2 




Substituant celte expression dans la valeur de Ax, , nous 
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. a' y , , r J a (y — a)\Jlay — y ■ a — y 

Aa , = — ■+■ { ay 3 — %- -+- -H il . — — £_ a rc cos 

2 3 a a 


a 3 ( 

-4-^- (arc cos 


“ — ,r \ ; 

« / 


La constante arbitraire est nulle si l’on fait commencer 
l’arc au sommet. 

La valeur de y, sera donnée par la formule suivante : 


Ar.= kfr d 7 — r’ — f/lr <b V 1 —y 1 


« — 


, , a(r — a) J lay — y* a 1 

= — • ï|m /- y ) + — — / — *+- arc cos ^ 

x, et j', sont donc déterminés. 

On aurait à effectuer des intégrations du même genre , 
si l’on considérait un segment placé différemment par 
rapport à la cycloïde. 

78. Surfaces cle révolution. — Soit d’abord la surface 
sphérique engendrée par le cercle dont l’équation est 

x‘ = R% 

on aura entre les limites &' 0 et x 


A = 2it fyits = 2nf\ Jilx = 2rrll (x — x,) , 
Ax, = 27 x f xj’ds — i.nfxRr/x — wR-(x* — r’); 


d’où 


x + x„ 
2 


79. Considérons maintenant la surface engendrée par 
un arc de la parabole ayant pour équation 


y '■ — y>x , 
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tournant autour de l’axe des x. On aura 


ydy — pdx, ds 


_ 4vr ; +/' 


io5 


A = ~Jydy v/M- p 1 = (y- -+-/>’) ’ -+- c , 

Ax >= ^jS x r d y V/ 1 -+- P* = fi fy >d y 1 + p‘ 
= j[ÿ(r J +p't-\j(y'+pfydy | 

+c'. 


2ir 

3/3’ '■'•ri Ï5jp 

Si l’aire commence à partir du sommet de la parabole, on 
aura 


C = 


27t/3’ 


, " C' = 


2JT/3 1 


3 ” “ i5 

80. Considérons encore la surface de révolution en- 
gendrée par la cycloïde tournant autour de sa tangente 
au sommet, son aire aura pour expression 

t\r.y\l?Mj 


L’abscisse de son centre de gravité sera donnée par l’équa- 
tion v 

Ax,= 2 tt fxyds — 27 t slTafxfdy 

= 2it\jia (} xy 1 — | fy 1 dx) t 


mais 


Jy 1 dx=J’ydy\/2a—y=;—ly(2a-^yy — : ±(?M—yy +C; 
donc 

Ax,= {iri-j y/ 233/ rf- — \)in (3/-H 4«J(2d — jeJ’-M”* 
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Si 1 aire commence au sommet, on a 


C' =■ 


laSrert 5 


45 

x t est donc déterminé. 

Si l'on fait y = 2 a, on trouve 


I 6 TT fl 2 


X, = 7T a 


8* 


Exemples relatifs aux .volumes. . 

• . • . ■ . . • V. • . • • . 

81 . Pyramide triangulaire. — Prenons l’origine au 
sommet de la pyramide, et l’axe des x perpendiculaire à 
la base. Soient h l’aire de cette base, et h la hauteur de la 
pyramide. ■. . • • « . 

On aura 

b Pk bh b pk ' bh 1 

v = ?.}. ^ = , 

d’où . . ‘ t <■ - 

V> 

■y. X,=Z X 

D ailleurs les centres de gravité des sections parallèles à 
.l'a base sont en ligne droite, et par suite celui.de la pyra- 
mide est sur cette même droite, qui joint le sommet au 
centre de gravité de la base. La valeur de x, montre 
qu’il se trouve aux trois quarts de cette ligne à partir du 
sommet ; et comme on a choisi une base quelconque , le 
centre de gravité d’une pyramide triangulaire est le point 
de rencontre de toutes les lignes qui joignent un som- 
met au centre de gravité de la base opposée. 

82. Cône à base quelconque. — Si l’on considère d a- 
hord une pyramide polygonale , 'on peut la partager en 
pyramides triangulaires, et l’on reconnaît sans peine que 
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-son centre de gravité est sur la ligne droite qui renferme 
ceux des sections parallèles à la base , et qu’il sc trouve 
aux trois quarts de cette ligne à partir du sommet. Cette 
proposition étant indépendante du nombre des côtés de la 
base s’applique à un cône dont la base est une courbe 
plane quelconque. 

83. Paraholoïde. Soient 


ipx, 


: 2 l{X, 


les équations des deux paraboles principales, êt considé- 
rons le segment déterminé par un plan perpendiculaire à 
l’axe principal. Son centre de gravité sera sur cet axe, et 
il suffit de trouver son abscisse. 

Or, on aura , . . - ~ 


V = 


— 2jr \jptf J xdx — 7 r \[pr{ . x 1 . 
Va;, = 2tt \ fprj Ç x'dx — 


d’où 


X, Z=4rX. 


84. Ellipsoïde. — Soit l'équation 




on aura 


v = Vx, = j(„’-x')x'/, :i 


d’où 


J (a- — x-)xtU 
J (a 1 — x r jdx 


•r, est donc indépendant des axes ô, c. Si l’on fait eotlt 
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mencer le segment à partir du contre, on aura 

' , ' 6<i- — 3.r J 

x,=x ■ . C 

i la — 4 f 

si l’on fait x = a, il vient 

x, = -J «. 

85. Secteur sphérique . — Les formules que nous avons 
données en coordonnées polaires s’appliquent avec avan- 
tage au volume engendré par un secteur circulaire tour- 
nant autour d’un axe, que nous choisirons pour axe des z. 
On suppose que le poids spécifique p dépend du rayon 
vecteur p et nullement des angles 0 et tp : si les limites du 
premier de ces angles sont 9 0 et 0, celles du second o cl 27r, 
et celles du rayon, R 0 et R ; on trouvera 

r R 

P=2jr(cos0„ — COS0) I 

Jr„ 

Pz, «(sin’O — sin 1 ®,) / pp\l p. 

On ne peut effectuer les intégrations que quand ou con- 
naît la fonction p. Dans le cas où p est constant ,. on a 


P = 2 ir p (cos Cl, — cos 0) 


R — RJ 


Pz, = ^(sin’S — sin’0„) 


d’où 


3 

r*-r; 

4 


3(cos0-f-cos0,)(R‘ — RJ) 

~ ~8(R 3 — RJ) ~ 

Si R f, — o et* 0„ = o , on trouve 


3R . 

*1= u (1 H- COS 6). 
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Equilibre d'un système de figure variable. 

8(5. Lorsque tous les points d’un système ne sont pas 
liés invariablement les uns aux autres, on ne peut plus 
faire les compositions et. décompositions qui réduisent 
toutes les forces à une seule force et un seul couple. I <• 
principe général d'après lequel on ramène ce cas au pré- 
cédent consiste en ce qu’il est nécessaire et suffisant que 
chacune des parties du système, dont la figure est inva- 
riable, soit en équilibre au moyen des forces qui agissent 
immédiatement sur elle, en y comprenant celles qui pro- 
, viennent des liaisons. En appliquant, par exemple, ce 
principe aux machinés composées, on a autant d’équa- 
tions que de machines simples; et si l'on élimine les forces 
qui se produisent au contact de chaque machine avec la 
suivante, il en résulte une équation unique entre les 
forces données. 

Nous nous bornerons. à examiner avec détail le cas de 
points liés entre eux par des fils flexibles et inextensibles, 
et formant ce que l’on appelle un polygone funiculaire. 

87. Soient A, B, C, F) ( fig. 28) des points liés par des fils 
flexibles, dont la longueur est invariable; U, P, Q, R, S, \ 
des forces appliquées à ces points, et dont les deux ex- 
trêmes U, V agissent par l’intermédiaire des cordons 
AU, DV. < 

Pour que ce système soit en équilibre, il faut que cha- 
cun des points A, R, C, D soit en équilibre au moyen 
des forces qui y sont appliquées. Ainsi, par exemple, le 
point R est sollicité par trois forces qui sont les efforts 
exercés par les cordons RA , BC , et la force Q ; ces trois 
forces devront donc être dans un même plan, et chacune 
d’elles proportionnelle au sinus do l’angle des deux 
autres. Mais l’équilibre de chacun des cordons exige cn- 

, ' 1 t > • 
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core qu’il soi t tiré par des forces égales et contraires, 
et dont l’intensité se nomme la tension du cordon. Au * 
moyen dé ces conditions, on pourra déterminer les ten- 
sions de tous les cordons , et les rapports des forces entre 
elles lorsque l'on connaîtra la figure du polygone en équi- 
libre. . . 

88 . On peut déterminer très-simplement la tension T 
d’un cordon quelconque de C.D, en observant qu’il y a 
équilibre entre cette force T et la partie du système qui • 
est située d'un côté quelconque de CD. Considérons par 
exemple les forces U, P, Q, R et T ; elles ne cesseront pas 
d'ètrc en équilibre si l’on rend inflexible le polygone ABC; 

et par conséquent la force T est égale et opposée à la résul- 
tante des forces U, P, Q , R. Et comme on peut transpor- 
ter des forces en un point quelconque de leur résultante 
sans changer leur effet, on obtient le théorème suivant : 

La tension d’un cordon quelconque est la résultante 
/le toutes les forces situées d’un meme côté de ce cordon, 
et transportées parallèlement à elles-mêmes en un qucl~ 
conque de ses points. 

89. Si l’une des forces était appliquée à un point mo- 
bile sur le fil , par exemple à un anneau qui pût glisser 
librement sur ce fil, l’équilibre exigerait une condition 
particulière. 

Soit P la force appliquée à l'anneau JV1, et supposons 
l’équilibre établi; il ne sera pas troublé si l’on rend fixes 
les deux points A et B. Mais alors le point M (fig. 29 ) ne 
pourrait se mouvoir que sur la surface d’un ellipsoïde de 
révolution dont A et B seraient les foyers; on peut donc 
faire abstraction du fil et supposer que le point est assu- 
jetti à rester sur cette surface fixe. 11 est donc nécessaire 
pour son équilibre que la force P qui le sollicite soit nor- 
male à 1 ellipsoïde , et par conséquent partage l’angle AM B 
en ileux parties égales. Ainsi, quand un des points d ap- 
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j plicalion des forces sera mobile sur le fil , la direction de 


la force devra diviser en deux parties égales l’angle des 
deux cordons' correspondants, et leur tension sera la 
même. 

Il en serait de même si l’anneau étant fixe, le fil pou- 
vait glisser sur lui sans résistance; car l’équilibre aurait 
évidemment lieu, en supposant égales les tensions suivant 
MA , MB; et par conséquent il y aurait mouvement si l’on 
augmentait l'une des deux. 

90 . Lorsque le polygone est en équilibre, il y sera . 
i encore si l’on rend sa figure invariable; et par conséquent 
toutes les forces extérieures qui y sont appliquées doivent 
• satisfaire aux conditions d’équilibre d’un système rigide. 
Si donc on les transporte parallèlement à elles-mêmes en 
un même point , elles doivent donner une résultante nulle, 

* ce qui donne trois équations. 

Réciproquement, si ces conditions sont satisfaites, on 
pourra donner au polygone une figure telle, que les forces 
r données de grandeur et de direction s’y fassent équilibre. 

En effet, plaçons arbitrairement le point A (Jig. 28), 
et donnons au cordon AB la direction opposée à la résul- 
tante de U et P, et une tension égale à cette résultante. 
Donnons ensuite au cordon BC une direction contraire à la 
résultante de la force Q et de la tension du cordon AB, 
et une tension égale à cette résultante; et continuons ainsi 
jusqu’au dernier sommet D: la direction et l’intensité, 
qu’il faudra donner à la force qui tiendra ce point en éqni- 
, libre , seront telles que le polygone en lier y sera lui-même; 
elle sera donc égale et opposée à la résultante des forces 
U, P, Q, R, S transportées en I), et par conséquent sera la 
force donnée A . O11 peut donc toujours donner au poly- 
• gone une forme telle, que des forces données de grandeur 
et de direction s’y fassent équilibré, pourvu que, trans- 
portées en un même point, elles s’y détruisent. Cette con- 
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séquence, étant indépendante du nombre des tôlés du jm>- v‘_ 
lygone, aura lieu encore à la limite lorsque les côtes 
tendant vers zéro , il s’apprbehera indéfiniment de se eon- : 
fondre avec une courbe. 

91 . Si les' extrémités du cordon sont fixes, les forces U 
et V lie sont plus données, et l'on peut encore sc propo- 
ser de déterminer la forme du polygone en équilibre et 
les valeurs de ces deux forces. 

Pour cela , on partira de la première extrémité fixe U, 
et l’on supposera connues les trois composantes de la ten- 
sion U ; on déterminera en conséquence la position du 
point A, ainsi que les jiositious des autres jioints et les 
tensions de tous les cordons. Les coordonnées du point 
extrême du dernier cordon seront donc exprimées en fonc- 
tion de celles du premier point que l’on peut supposer 
nulles, et des trois composantes de la force U. En égalant 
ces expressions aux valeurs données des coordonnées du 
second point fixe, on aura trois équations qui détermine- 
ront ces composantes, ainsi que toutes les tensions, et les 
positions de tous les sommets. 

92. Si les directions des deux cordons extrêmes se ren- 
contrent, les forces U, Y ont une résultante : d’où il suit 
que les forces P, Q, Il , S en ont une égale et opposée -, et 
par conséquent, lorsque le polygone est en équilibre et 
que les deux extrémités sont fixes, on connaîtra l’elfort 
exercé sur chacune d’elles en prolongeant les cordons qui 
y aboutissent, puis transportant à leur point de concours 
les forces donnétVet les décomposant en deux forces diri- 
gées suivant ces mêmes cordons. Chacune de ces eompo- 
santes mesurera la tension du cordon correspondant, et 
l'effort qui sera exercé sur le point fixe où il est attaché. 

99. Lorsque toutes les forces P, Q, R, S(/ig. 3o)sont 
parallèles , il est facile de voir que tout le système est com- 
pris dans un même plan. Supj>osons , de plus , que l’un des 
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.cordons, BC par exemple, soit perpendiculaire à la direc- 
tion des forces; remplaçons-lc par une force égale à sa 
tension, et ne considérons que les forces situées d’un 
même côté de ce cordon. La tension d’un cordon quel- 
conque DE est la résultante de toutes les forces situées 
d’un même côté et transportées au point D; donc la com- 
posante perpendiculaire aux forces sera constante pour 
tous les cordons, et égale à tension de BC; et la compo- 
sante parallèle aux forces sera la somme de toutes ces 
forces depuis B jusqu’en D. 

91. Lorsqu’une force sollicite un point qui est retenu 
par plusieurs cordons, on aura la tension de chacun d’eux 
en décomposant cette force eu d’autres qui soient dirigées 
suivant tous les cordons. II y aura indétermination si 
leur nombre est plus grand que trois ; et cela tient à l’hy- 
pothèse que l’on fait de l’inextcnsibililé des cordons. C’est 
ainsi que nous avons déjà vu que les pressious exercées 
par un corps qui repose sur un plan par plus de trois 
points ne sont pas déterminées individuellement. Dans 
la réalité, les pressions en chaque point du plan, et les ten- 
sions de chaque cordon sont déterminées, parce que cha- 
que cordon s’allonge, et chaque point de contact d’un 
corps sur le plan cède plus ou moins. Ces circonstances, 
jointes aux propriétés physiques, de la matière qui les 
forme, font connaître chaque force en particulier; mais 
ces recherches sont étrangères à notre cours, et nous ne 
nous en occuperons pas. 

Equilibre d'un fil flexible cl inextensible dont tous les 

points sont soumis à l'action de forces quelconques. 

9o. Soient X, Y, Z les composantes de la force qui. 
sollicite un point quelconque du fil, et qui est rapportée 
à l'unité de longueur, de sorte qu'un are infiniment petit 
i année. 8 
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ds soit sollicité par une force dont les eoinposan les soient 
Xds, Y ds, Z ds. Les extrémités du fil peuvent être fixes, 
ou sollicitées par des forces données de direction et d’in- 
tensité; il s’agit de trouver les conditions de l’équilibre 
du système. 

• Or, dans cet état, un élément infiniment petit quel- 
conque du fil doit être en équilibre au moyen des forces 
qui y sont appliquées ; et réciproquement , si cela a lieu , le 
fil entier sera en équilibre. 

Soit donc ds un élément quelconque; il ne cessera pàs 
d’être en équilibre si l’on rend sa figure invariable. Or, 
les forces qui le sollicitent sont les tensions exercées à ses 
extrémités, qui sont dirigées respectivement suivant les 
tangentes en ces points et dans des sens opposés , et de plus 
les forces Xds , Y ds, Z,ds. 

La tension T, variant d’une manière continue en même 
temps que l’arc s de la courbe, en est une fonction conti- 

. . , . <Ijc dy rh , , _ . 

nue, ainsi que les cosinus — i ~i — des angles que lait 


la tangente avec les axes. Les composantes de la tension 
considérée dans le sens où s augmente sout donc, aux 
deux extrémités de l’arc ds, 



Supposons les arcs s comptés à partir de l’extrémité A 
(Jig. 3 1 ) ; et soit MN l’arc infiniment petit ds. Les direc- 
tions des deux forces tangentes aux points M et N se ren- 
contrent si la courbe est plane, et elles peuvent être con- 
sidérées comme se rencontrant même dans le cas d’une 
courbe à double courbure, parce que leur plus courte 
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distance est infiniment petffe par rapport à ds. Elles.ont 
doue une résultante; et par conséquent lus forces qui 
agissent en tous les points de MJN doivent avoir une résul- 
tante égale et opposée à la première , et par suite comprise 
dans le plan osculateur de la courbe. Les conditions cher- 
chées de l’équilibre sont donc celles de forces appliquées à 
Un même point, et elles doivent exprimer que les sommes 
des composantes parallèles à chaque axe sont séparément 

dx 

nulles. Si donc on observe que les composantes T—» 

T^’ '^'ts ^°* vent ^ tre changées de signe, on aura les 
équations suivantes : 

(,) ! rf. 


'( T I) 

■( T S) 


Yds : 


-t- '/As — o . 


Si l’on multiplie la première par la seconde par la 


fis 


di 


troisième par — ■> et qu’on les ajoute, en observant que 


(dx \ 2 

jdy \ 1 

jdz\ 

(*.) + 

(i) + 

U). 


et par suite 


tl.r dx tly dy dz th 

ts ■ Ts + T/ l + 7ü ' ds ~ °’ 


on obtiendra 


dT -+■ \dx -+■ Y dy -J- 7Az — o , 


équation qui pourra remplacer une quelconque des équa- 
tions (i). _ 

- . 8 . 
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Dans le cas le plus ordinaire, Xc/.r -f- Yrfy -f- Zi/z est la 
«lilTérentielletl’unc fonction w(x,j, z) , et l’on aura alors 

et si l’on connaît la tension T' au point dont lis coordon- 
nées sont x', y', z', on aura 

T — T' = ? (i', y', z') — ? (x, jr,z), ■ 

de sorte que l’on connaîtra la tension en tout autre point, 
en fonction de ses coordonnées; et dans tous les cas, la 
dillérènce des tensions inconnues qui ont lieu en deux 
points du fil ne dépendra que des coordonnées de ces 
points. La valeur de T étant substituée dans deux des 
équations (i), ôn aura les équations de la courbe formée 
par le fil. 

96. Fil sollicité par des forces normales. — Si la force 
dont les composantes sont X, Y, Z était normale eu tous 
les points de la courbe, on aurait 

Xdx •+• Y dy -+- Z dz = o ; 

< 3 >(.r, j, z ) serait constant, et par suite T; dans ce cas le 
fil est .donc également tendu en tous ses points. C’est ce 
qui aura lieu par exemple lorsqu’il sera tendu sur une 
surface qui ne produira aucun frottement. 

La tension T étant constante, les équations (i) de- 
viennent 

Ti/.~ = — Xrf.v, Td.— sZ — Yrts , Tet.~ = — Z</s, 
as , as as 

d’où 

(''■ J) '+(''■ I) '+(''• s) ']= ^ + T ’ + z ’» '''■ 

ou , eu désignant par P la force , et par R le rayon de eour- 
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BuCC , 


T . 1 = P'R’, il’pii r= 


T 


Ainsi , quelle que.soit la forée normale, le fil prendra une 
figure telle, que cette force soit eu raison inverse du rayon 
-de coùrbnre. - - _ • . 

D’où il suit que si la force est constante et que la courbe 
. soit plane , elle formera un arc de cercle; 

Si la force normale, est la résistance d’une surface, 
comme elle doit toujours être .comprise dans le plan oscil- 
lateur de la courbe, ce dernier est normal à cette surface r 
et la courbe est celle de longueur minimum, entre deux 
■ quelconques de ses points. < 

On peut trouver, par des considérations géométriques ■ 
très-simples, la valeur de la pression exercée sur la' sur- 
face. Pour cela , considérons la courbe que forme te fil , 
comme un polygone d’une infinité de côtés égaux entre 
eux; la résultante dés tensions de deux côtés consécutifs 
AB., BC sera dirigée suivant la ligne BD qui divise l’angle 
ABC en deux parties égales, et Son intensité sera 

* • S • • r • . 

,2TcÔsCBD, OU 5.T — , ... 

' ' ni) • : 

la ligne CD étant menée perpendiculairement A BC 
(fi g- da). Si l’on représente par R le rayon du cercle qui ■ 
'passe par les trois points A , B, C, et qui n’est autre chose, 
à la limite , que le cercle osculatcui' do. la courbe, la pres- 
sion sur la surface sera mesurée par T ~ ■ Lorsque BC 

tend vers zéro, la pression tepd elle-même vers zéro;.' 
mais si l’on considère une longueur extrêmement petite a 
sur le fil , les normales pourront être considérées comme 
parallèles,, et les pressions comme égales \ ainsi que les 
rayons de courbure, en tous les sommets du polygone in- 
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{initésimal qui y seront compris : la somme de ces pres- 
sions sera donc toujours sensiblement égale; à , R étant , 

le rayon de courbure en un quelconque des points de, 

Tare a. Ainsi, la valeur de la pression normale produite 

par le fil sur la surface, dans uii'c étendue infiniment pe- 

• i Trf.f ,, . ' , „ ' 

tite as, est exprimée par et I on voit qu elle est eu 

raison inverse du rayon de courbure au point que l’on con- 
' sidère. 

97. Chaînette. — On appelle ainsi la courbe formée 
par un fil flexible dont deux points sont fixes, et qui est 
• soumis à l’action seule de la pesanteur. Toutes les forces 
étant parallèles , la courbe sera comprise dans le plan ver- 
tical passant par les deux points fixes , B et B'. Nous pren- 
drons dans ce plan deux axes de coordonnées rectangu- • 
laires, dont l’un (AY) (Jig- 33) vertical. et en sens con- 
traire de la pesanteur. Nous supposerons le fil homogène, 

- et nous représenterons par e son poids, pour l’unjté de* 
longueur; d’où il suit que es sera le poids d’un arc de 
longueur s, et que l’on aura 

X = o, Y = — e. 

Cela posé, des équations générales (t) se réduiront à 


d’où Ton déduit immédiatement 


flx- 

T ^= c ’ 


rr4r , 

T — =e,f4- ce, 
as 


df « 

-f = -s + c', 

HX C 


e et c' étant des constantes arbitraires. 

La première de ces équations montre que la compo- 
sante horizontale, de la tension est la même en tous les 
points. 
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En diilërentiant la dernière, on trouve' 


>>f) 


tL = Lj\ 

dx- c y dx- 


dp S , ; 


en posant 


dy 


dx 


~P, 


On obtient , en intégrant cette équation , 

' ' . l.(p ^ l +p 7 ) — - .V -h et. 


d’où 


' -t- y/7 +p‘ — i 


Résolvant par rapport àp et le remplaçant par -j-.y il viejit 


dr i 

7 = -l'f 
dx 2 


et la troisième des équations ( 1 ) donfae , par suite, 

• /• £Jr . ix \ 

s=d e T+*_ c -TT’\± 

«Y /' E ... 

dÿ 


en intégrant — ? on obtient 


M ■ 


( iX IX Y 

ha «\ 

C . C ’ +C ' . ) + C '" 


e, étant une nouvelle constante arbitraire. Les quatre 
constantes e, c, c,, a. se détermineront en exprimant 
que la courbe, passe par les deux points donnés, cl a une 
longueur donnée, ct que, de plus, les arcs s se comptent 
à partir du point B' par exemple. 


Digitized by Googl 


120 


COURS UH MKCA1UQUE. 


Nous prendrons, pour plus de simplicité , l'origine des 
coordonnées en R', et nous désignerons par a çt b les coor- 
données de B, et par l la longueur totale du fil donné. 

Faisant successivement o? = o, y- î=o, puis x = a, 
y = b dans l’équation de la courbe, oh obtient 


/as as' \ 

~( e *+ c -*)+ e '=°’ b =i\ 6C ^ a+e c j +cr ' 


2e 

d’où 


- ot V . — & 


L’équation qui exprime que s est nul pour x == o est 

<?“— c~?= xd, ’ - 

et pour que s soit égal à l pour x = a, il faudra qu’on ait • 

* " * n . t * 

( «« * «C \ . . ’ . . . 

ou, en substituant la valeur de c' tirée de l’équation pré- 
cédente, 

, 7 • * • • •- 

f ai • a e . . \ 

f . — — — « • 1 . 

(4) — c ~c^c—y 

ajoutant et retranchant les équations (3) et (,()■, il vient 

OU .* . v ‘ ^ 

éliminant a entre ccs deux équations, en les multipliant 
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v- I, ■_ . . 

*. *: y* r, 


v .rftfcMifen+r vnnek. — ’ statique. . • • i ( 

* '* . n>çüibte « membre';’ on obtiendra , en prenanl.lus racines ' 

.cirées, . , . - 

. . ' * ‘ ' - •* 'Y ‘us * ' ne\\- ; 

/ ... . i ijï£z5>'±c * i ) . 

, • ai ** r* • ‘ •' . • 1 

ou, en posant -r- = .s* • j \ ‘ /. ** 

- * * - ' 7 .C . - - » * - . 

• p? — , 2>\fï* — b] :V 

- * * z r_ ■ « - . J*' *■ *• - f " 

, Là Valeur de z peut se déterminer par l’ intersection 
de la courte y — n e — «T* avec uue droite, ayant pour 
. équation 

. . 7 .Z S- . ‘ v ' 

r= ■ ■ *•* •• 

' ' . •; . , ** '• » * ' . *' V 

; On peut encore résoudre l’équation en z par la méthode 
ordinaire des substitutions successives. Connaissant z et 
.par suite c, on connaîtra a au moyen d’une quelconque 
de deux équations qui -viennent d’être 'multipliées entre 
elles, ou mieux encore, au moyen de l'équation que l’on 
obtient en les divisant. Cette équation donne , en prenant 
les logarithmes de ses deux membres, v 

, I-Jf- b fis • . ■ 

. l. -^= 2a:+ - • ’ - - . s 

/ — b c - ' . 

. • • *: . -e . ‘ * . * ^ ~ 

Connaissant «, l’équàtjon e" — e~ a ~ a c donnera c-, et 
enfin c t Sera connu par l’équation 

- ’ p /*«■ -, -«V ■. - , 

— lo-f-e j -4-c,;=o. r fS . 

98. Les constantes étant déterminées, il est facile de 
connaître les coordonnées du point le plus bas. Ku effet , 
pour ce point, on a - 

* * _ ”, __ ■* ' * + s * * • 

. tir tx ix 

TJ- — Q.-'Olf- — + »•=-. — x, 

.. . ■ • c Ç . . ., - 
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iX l.tt ' 

— -4- y. = o , ut x = 

c. ■ • l 


Si Poil prend pour axe des y la verticale qui passe pat 
ce-point, il suffira de chairger x en x— — » et l’équa- 
tion (2) deviendra 

• / U »\ 

Le second membre ne changeant' pas, quelque signe 
que l’on donne à x , il s’ensuit que la courbé est symé- 
trique par rapport a l’axe des y, c’est-à-dire à la verticale 
qui passé par le point le plus bas. 

Si l’on change y en y -+- c , , c’est-à-dire si l’on prend 
pour origine le point de celte verticale qui est au-dessous du 

point B' de la quantité — c , , et que l’on pose - = m , l’équa- 
tion de la courbe prend la forme plus simple, 


( 5 ) 


r—-\ '~ m + c "■)■■ 


Si les deux points' B”, B sont à la même hauteur, on a 

. • ‘ * - ~ ,• b = o , 

et par suite, 


' . 2 'a — o ; 

m „■ 


l’abscisse — ma du point le plus bas est donc égale à ^ 5 
comme cela était évident à priori. L’équation qui déter- 
mine z devient-— = —, et celle de la courbe ne dif- 

, , z * • ri* 
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+ * ,* ' 1 ■ " * ' 

•44 


2 ni 




fèrc pas de l'équation (51. La \ aleirr de a étant — 

s; et la constante e'=. — — l sera égale _à 


égale à 
— ti 


a 


99. La cliaîiiette jouit de la propriété remarquable, 
que son ceutre de gravité est situé plus bas que pour toute 
autre courbe isopérimètre , aÿant les mêmes extrémités. 1 

En eflet, l’ordonnée du ceutre de gravité du périmètre 
de l’une quelconque dé ces courbes est , 


et l’on doit avoir 


i/r^y/.+gv ; 

•* ' • \ * 


les limites de ces intégrales étant les abscisses des deux,- 
points de suspensiou- Or, la recherche du minimum de la 
première intégrale, en ayant égard à la condition exprimée 
par cette équation , conduit à l’équation d’une chaîne tic , 
comme on l’a vu dans le calcul des variations. 

A ous allons démontrer mainlcnant quelques proprié-' 

tés curieuses dé la chaînette. L’équation 

* \ : • ‘ ’ . *■ ' ’■ ... 

donné les suivantes : 


■e 


. ■' ' 1 = 4 " 

■)’ v/' H -ï=4" +r ") ; \ 
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d’où Ton conclut ■ . • ’ r-, 

• • ' <&=L K r t . v-..*. •; • 

(Ijc~‘ m\ (tx T m*. • •• ». . • 

Soient R le rayon de courbure', JN la longueur de la tior- 
male, w l’inclinaison de là tangente sur l'horizontale, on . 
aura • ' \ 

y = --—i" R =: — =«/ sec 2 *) Cfî= — = K. 
cosw.-n . m '• v " •» . - ■ . 

T-On trouvera encore ^ - • 

• ;. *•, **. .* ■ 

s.'*, ;• ' / : rfr*' rf’v / . 

•> ** . -, * . ■ . . ■ , 

‘d’ùti . * v. • ' 


IC« 7 :) . 
■y/jc 


en planant le point le ‘plus bas pour, origine des ar.es. .Ob' 
*.< dédtiit de là . , ' . • * - 


m’T ~~dx‘ w*\ 


- dtmç . ..■ 

•* .. • . --y . • 

ni étant l’ordonnée à'.I’orîglnè. 

On obtient encore facilement les formules suivantes : 

■■■■'. . ... • . ; . 

'* ' —, • — - ' - 

•• '.m ■ r + * m ...y**- 

7 c — j 

' m-m 

- . • 8 _ ■ *'* •' • • ^ * “y • / » * 

d’où Ton tire x en fonction de y et s, et par sui te en font-.-. 

tiqnde^, puisqu’on a , ’ ' • . 

• */<*-*- A- iC /'*• .... ,V.“ 

’ A»- >.?■>.; • ■ • • /= 

. . Si du pied P/( ^. 34) de L’ordonnée d’un.jpsointr. quel- 

coôqueM} on abaissé éur là.-langenle ÎVLQ une perpétodi- 
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eujairc PQ, on.ainpa •’ 

■ BQ = /.Vos?» == mi\ , . - . 

donc • • <. 

. , * <• . • 

MQ.s=V/* — m- = s-. 

Ainsi le point Q appartient -à la développante de la chaî- 
nette ; QP est la tangente à cette courbe , et comme sa lon- 
gueur est m et par conséquent constante, celte dévelop- 
pante n’est autre chose que la courbe appelée tractrice. 

Pour avoir son équation, ol suffirait donc d’exprimer 
cette dernière condition, qui conduit entre les coordon- 
nées u ,e , à l’équation ( . • , 


ila 

Jv 




On y parviendrait encore par les formules qui détermi- 
nent les coordonnées du point Q de la développante d’une 
courbe quelconque, en exprimant 'que MQ = s ; cesfor- 
muleS, qu’on obtient immédiatement, sont 


ilx 


. c h 


u~ x — s — î i> == r — s — 
ils m 


On éliminant s au moyen des équations relatives à la 
chaînette, et qui donneront d’abord x et y en fonction 
de x , on trouvera l’équation finie de la tractrice. On la 
trouvera aussi eu intégrant l’équation précédente, et l’on 
obtiendra 

/ ‘ , ( m -+- Jni ‘ — r ' Y 

u — — \jm'‘ — v 3 H — /ni . I - — •— — J : 

il 11 e faut pas ajouter de constante parce qu’on doit avoir 
à la fois u = b , v = ni. Cette Courbe est symétrique par 
rapport à l ’axe des y qu’elle touche en B (Jig. 35), et a 
pour asymptote l’axe des .r. 
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• Èn remplaçant te cl u par x, v , on a pour équation 
différentielle de la trach'ice, . • 


f/.r 

Tr Z 


y'/"' — y' 

Y' 


d’où ■ . ; . • - ’ 

- 1 r*. ... h ■ ■»•- > •' 

ydx — — 'tiyym'—y' 1 , et I y<lxz = — I ilyyjnd — r\ 

• ' J „ Jm 

V ’t • -» ' " • • 

l)onc, si -l ôn décrit de A comme, centre avec m pour 
rayon un quart de cercle ABC, le, s aires BIN, BMPA 
seront -équivalentes ; et. l’aire entière comprise entre la 

courbe et les axes sera égale au quart de dbrclè, ou à — 

Si l’on cherche la valeur du rayon de courbure OM =R 
et de la normale MU --N, on trouve 

,^= m Vy~ u : 


• \/y- 


d’où 


R. N = »é, 


et par conséquent O est sur la perpendiculaire à AX éle- 
vée par le pied T delà tangente. 

100. Examinons maintenant la courbe que formerait 
le fil si la force verticale était proportionnelle à la pro- 
jection horizon taie de, l’arc, et non à l’arc lui-mêmè. Ce 
cas est, à peu de chose près, celui des ponts suspendus. 

Soit e la force rapportée à une projection horizontale- 
égale à l’unité; Y fis étant la composante verticale de la 
force appliquée à l'afc ds dont la projection est r/.r, on 
aura . , 

Y tls~—stLr > . 
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cl gomme'X — o, les équations d équilibre seront 


"de 




. _ dx „rlr - < 1 r "■ £ 

.T — = c, T—-—ex+fc, - r = -.i + c, 

ëts ’ flx • dx c 


c et c étant deux constantes arbitraires. 

La première de cos équations montre encore que la 
composante horizontale de la tension est constante. 

Intégrant la dernière, et prenant pour origine l’un des 
points fixes, on aura 


.r.— — x‘ H- r 
ic 


La courbe formée par le fil est donc une parabole J dont 
l’axe est vertical. Les constantes c, cl se détermineront"'- 
en exprimant que la courbe passe par le second point, et , 
que sa longueur est égale à une ligne donnée. 

Supposons, par exemple, que lej deux points donnés 
soient sur une meme horizontale; soient i a leur distanre, 
et l la longueur de la courbe. 

L’équation de la ' courbe sera satisfaite par y — o', 
x — 20, ce qui donne • . - - 

ui ' . . ta 

v |-r=o, clou c — 

c ■ c 


et, en substituant', 


■ * , , , 
y — — ix-— -y.nx), 

2 C . . 


et changeant .*• — a en x. 


y.c ' 
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d’où - . . . 

i=,- r f 

Celte équation déterminera c et par suite c ; elle se résou- 
dra par approximation , et le calcul sera très-simple dans 
le cas où la flèche de l’arc compris entre les deux points 
fixes sera très-petite par rapport à la corde ia. En effet. 

— sera très-petit, et l’on pourra développer en séries très- 

convergentes les différentes parties du second membre de 
l’équation. On aura ainsi. ■ 


/ «V ’«V 
c, . (ai J e’«A , a-t ’ 


etc. , 


/== to+i 


a 1 1 1 


d’où c ==- 


\/3(l — .a a) 


9 V* m * • 

Dans les ponts suspendus, les forces ne sont pas réparties 
sur toute l'étendue de la chaîne, mais sont appliquées à 
un nombre limité de points dont les projections horizon- 
tales sont équidistantes. On a alors un polygone dont les 
sommets jouissent de la propriété remarquable d’ètre 
situés sur une même parabole. En effet, désignons par a. 
l’inclinaison d’un côté quelconque sur le plan horizontal, 
par m la tension horizontale; supposons qu’il y ait un 
côté horizontal , et. prenons son milieu pour l'origine des 
coordonnées, et soit A y la différence des ordonnées de 
deux sommets consécutifs correspondante à la différence 
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constante Ax de leurs abscisses; nous aurons 


PH) 


tanga: 




et 


, , Ar 

tanga = 

' b /Sa-' 


de 


A r= -(* + 7-S-r; Àx , 


et par suite 


àx 


IX* 

^ 2 a 


Or, x = — donne y = o \ donc: 

* . • • 

«A.r 2 

• ' cx= "BT 


et par conséquent 


" — * ( x 1 ' ^ rS ' 1 


* '4 l’- 


équation d’une parabole dont le sommet est sur la ver- 
ticale menée par le milieu du côté horizontal , et ren- 
ferme tous les sommets du polygone situés de part et 
d’autre du côté horizontal. Il en serait de même s’il n’y . 
avait pas de côté horizontal. _•>, 

COI . Cherchons encore la coiirbe formée par une voile 
.flexible, soumise à l’action du vent.- Nous supposerons 
que cette voile soit rectangulaire, que deux côtés opposés 
soient fixes et perpendiculaires à la direction du vent; et 
nous partirons de la loi suivante, que la pression d’un 
Uuide en mouvement sur un élément fixe d’une surface 
est proportionnelle à 1’étendùe de sa surfaeo, et au carré 
de la vitesse du fluide estimée dans le sens de. la- normale à 
cet élément. > ; ; ' . 

D’après cela, si l’on Fait uue section dans la voile par 
un plan perpendiculaire .aux côtés fixes, on aura une 
courbe dont on pourra ^considérer tous les éléments 


i rr nn/UT. 
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comme sollicités par îles forces normales proportionnelles 
à leurs longueurs etaux carrés (les cosinus des angles for- 
més par la direction du vent avec la normale à la courbe. 
Donc , d’après les propositions démontrées n os -9b et 99 , 
cette courbe sera une chaînette, pour laquelle la pesan- 
teur agirait dans le $en$ même du vent. . 

Si , au lieu d’un courant d’air, on ayait un gaz en'équÿ- . 
libre, la pression serait normale, et égale pour des élé- 
ments égaux. Donc, d’après le n° 96 , la courbe serait.; 
alors un arc de cerclé. 

-’i ; .r-tâkè&Jïî- feSSfllB'* - « * 

• Principe des vitesses virtuelles. 


102. Lorsqu’un Système quelconque de points est en 
équilibre , ét que l’On suppose que chacun d’eux soit placé 
dans une position infiniment voisine de celle qu’il occu- 
pait, sans, cesser de satisfaire à toutes les conditions qui 
dépendent de la nature du système, on notfune vitesse 
virtuelle d’un quelconque de ces points, la droite qui 
joint sa première position à la seconde. Cette dénomina- 
tion vient de ce que l’on peut concevoir que cq déplace- 
ment se fasse pour tous les points dans un même temps 
infiniment petit. , et qu’alors les espaces parcourus sont 
proportionnels aux vitesses, et, en outre, de ce que ce. 
déplacement n’est (pie possible et nç s’effectue réelle- 
ment pas. • ■■ ■ „ - j • . .- ‘ ' • . 

La vitesse virtuelle d’un point, estimée suivant une 
direction déterminée, est la projection de cette vitesse 
sur.cette direction ; elle est regardée comme positive quand 
la direction du mouvement du point; en passant de sa 
première position à la seconde, fait un angle aigu avec 
celle suivant laquelle on estinje.Ia vitesse; elle est néga- . 
tivc quand cet angle est obtus. De sorte qu’on obtient, en 
grandeur et en signe; la vitesse virtuelle d’un point esti- 


i Google 



VREJIlÈn|£~&NXfcZ* — ». STATKMiR. l3l 

• v 

méc suivant une.directioii quelconque, en multipliant la 
grandeur absolue de cette vitesse par le cosinus de l’angle 
que sa direction fait avec celle suivant laquelle on l’es- 
. time. , ^ ' . • • 

On appelle moment virtuel d’une force, le produit de ' 
son intensité par la vitesse virtuelle do soft point d’appli- 
cation, estimée suivant la direction de la force. 

'Cela posé, le principe des vitesses virtuelles consiste en 
ce que 

Si un système quelconque de points est en équilibre, 
et que l’on conçoive un déplacement infiniment petit de 
tous ses points , qui soit compatible avec toutes les con- 
ditions auxquelles il est assujetti, la somme des rno- • 
ments virtuels de toutes les forces est nulle, quel que soit 
ce déplacement. Et réciproquement., si celte condition ' 
a lieu pour tous les déplacements virtuels', le système est 
en équilibre. ... 

Dans cet énoncé-, les infiniment petits sont' considéré» 
de la manière ordinaire. L’équation, n’est exacte qu’en 
considérant les limites des rapports, après avoir divisé 
pai l’une quelconque des quantités infiniment petites; en 
d’autres termes, la somme des moments est -infiniment, 
petite par rapport à ees moments eux-méines. 

Avant de passer à la démonstration générale de ce prin- 
cipe, considérons quelques -cas particuliers, et d'alto rd 
celui d’un point unique. 

- Cas -d-’u>i point unique. — I, 'équilibre d’un point en- 
tièrement libre exige que la somme des forces estimées 
suivant une direction arbitraire soit nulle; et réciproque- 
ment si cela est, il y a équilibre. Soient donc P, l’une 
quelconque des forces appliquées à ce point, u, l’angle 
qu’elle forme avec une direction quelconque , on. devra 
avoir 


il 1 cos u — o ; 
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et réciproquement, si cfctte -équation a lieu pour toute tli— 
rectioii , le point sera en équilibre. Si on multiplie .tous 
les termes par une quantité arbitraire m, l’équation de- 
vient ' ' . . 

- - ÏP//J COS'fl = O. ' 

Ur m cos u est la projection de la grandeur ni portée « 
partir du point donné, sur la direction que l’on consi- 
dère , et projetée sur la direction de la force P ; de plus , le 
point étant entièrement libre* m peut être considéré 
comme la distancedcsa première position à une autre quel- 
conque qu’il pourrait- prendre; et en Ja supposant iufini- 
• ment petite, elle sera ce que nous avons appelé la vitesse 
virtuelle de ce point. Ainsi SPmcosp est la somme des 
moments virtuels des forces; donc, si le point est en équi- 
libre , cette somme est nulle, et réciproquement; ce qu’il 
. (allait démontrer. On peut observer que, dans ce cas, ou 
peut prendre, au lieu de la \ itesse -virtuelle, une quantité 
finie quelconque; et, dé plus, que la somme des moments 
virtuels est rigoureusement* nulle, et non pas seulement 
égale à une quantité infiniment petite par rapport à ces 
, moments eux-mêmes. 

' Dans le cas où le point n’est pas en équilibre, il suffirait, 
pour qu’il y fût, que l’on introduisît une force égale et 
opposée à la résultante. Or, la somme des moments serait 
alors nulle, et, de plus, deux forces égales et opposées 
donnent des moments virtuels égaux et de signes con- 
traires; donc le moment virtuel de la résultante est 
égal en grandeur et en signe à la somme des moments 
virtuels des composantes. 

Dans cette relation, toutes les forces sont considérées 
en valeur absolue, et il est nécessaire d’examiner si elle 
se modifie lorsque les Composantes sont susceptibles d’être 
affectées d’un signe quelconque, comme lorsqu’il s’agit 
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d’une force P que l’on décompose en trois "autres X, Y, Z, 
parallèles à des axes rectangulaires. Si d’abord on sup - 
pose ces trois forces positives, les variations âx\ Oy, oz 
seront en grandeur et en signes les vitesses virtuelles de 
ces forces respectives , et l’on aura . * - 

( if. * 

PSp = X'îx -(- Yiïjr -y 'Càz. 

* * ' * ’ i. ‘ •. * ' • 

Si maintenant uuc quelconque d’entre elles, Y par exem- 
ple, est négative, la valeur absolue de la force sera — Y, 
mais aussi la vitesse virtuelle sera — âj, cl le moment 
virtuel sera toujours exprimé par de sorte que l’équa- 
tion précédente est générale eu considérant de la manière, 
ordinaire les signes des composantes, ainsi que des coor- 
. données : c’est d’ailleurs ce que l’on trouverait directement 
en projetant sur la résultante la ligne brisée formée par 
4 ®, âjr, âz et la vitesse virtuelle. 11 est bon de remarquer 
que si les axes étaient obliques, Xt£r ne serait pas le mo- 
ment virtuel de la force X, puisque Sx 11e serait pas fît 
projection de la vitesse virtuelle du point sur la direction 
de X; il en serait de même Jcs deux autres composantes, 
et l’équation précédente 11e subsisterait plus. 

Si le point est assujetti à rester sur une. surface fixe, 
nous savons qu’il est nécessaire et suffisant pour l’équi- 
libre que la résultante soit normale à. cette surface, et 
par conséquent que 2 P cosu soit nullç pour toutes les 
directions situées dans le plan tangent. O11 aurait donc 
encore , .comme dans lç cas précédent , 

- . . t - 

IV ni cos p = o ; 

, . ’ '• . ’ > • 

mais 011 ne pourrait plus regarder m comme la distance 

de deux positions possibles du point .. puisque l’extrémité 
de la ligne m ne se trouve pas sur la surface. ' 

Mais, si l’on prend sur la surlacé même un point situé 
à une distance infiniment petite d.< du premier,' la dircc- 
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tkm du la droite qui les joint a pour limite celle d’une tan-, 
pente quelconque à la surface, et par conséquent ZP cos f* 
est infiniment petit; donc £Pd.toosp est infiniment petit 
par rapport à fa; et par conséquent, dans le sens ordi- 
naire où l’ofi entend les équations infinitésimales, on a • 

• ZP.facOSfi = O. 

Donc, dans ce .nouveau cas d’équilibre, la somme, des 
moments virtuels des forces est nulle pour tous les dépla- 
cements infiniment petits, compatibles avec les conditions 
de la question ; et réciproquement. 

103. Si le point est assujetti à rester sur une courbe 

fixe, il est nécessaire et suffisant pour f équilibre que la 
résultante soit normale à la courbe, et, par suite, que la', 
somme des forces estimées dans le sens de la tangente soit 
égale à zéro. D’où l’on conclut , comme dans le cas précé- 
dent, qu’en désignant par âs un arc infiniment petit delà 
courbe, on aura ... . ...... 

ïPfa COSfA = o, 

en négligeant les infiniment jvetits du second ordre. 11 est 
donc nécessaire et suffisant pour l’équilibre que la somme 
des moments.virtuels des forces soit nulle pour tous les 
déplacements des points, compatibles avec les conditions 
auxquelles il est assujetti. 

Si le point n’était que posé sur la surface ou sur là 
courbe, nous avons déjà dit qu’il serait nécessaire, mais 
non suffisant, que la résultante fût normale. Les condi- 
tions que nous venons d’indiquer auraient donc encore 
lieu, mais ,ne suffiraient plus. 

104. Observons encore que, dans le cas d équilibre 
d’un point posé, sur une surface v . la somme des- mo- 
ments virtuels ne serait plus nulle pour les déplacements 
d’un point suivant des droites inclinées au plan tangent, 
quoique ces déplacements soient compatibles avec les con- 
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di Lions cio la question. Elle serait égale au moment vir- 
tuel-de la résultante; or, celui-ci est négatif, puisque 
la résultante doit appuyer le point sur la surface. D’où 
l’on conclut que, dans l’équilibre d’un point posé sui 
une surface, la somme des moments virtuéls des forces 
est nulle quand le point se déplace sur la surface, et 
négative pour tous les autres déplacements cju’il peut 
subir. . 

105. Cas d’une droite rigide. — Examinons mainte- 
nant le cas de forces quelconques appliquées aux extrémi- . 
tés d’une droite inllexible; nous pourrons uous borner à 
considérer, à chacun de ces points, la résultante des forces 
qui y sont appliquées, puisque son moment virtuel est 
égal à la somme de- ceux de ses composantes. Il faut donc 
démontrer que, dans le, Cas d’équilibre, la somme des mo- 
ments' virtuels de ces deux forces est nulle. 

i°. Supposons la droite entièrement libre, et soient 
z, a/, /, z les coordonnées de scs extrémités M, M', . 
et / sa longueur , on aura 

«r . ’•* . / • 

(*’— *')’ •+• (y — r'Y -t- (* — «*)* = l? i 

d’où “ . " ’ 

{^‘—x')(Sx—Sx’) [y— y') (Sy—Sy') -t- (z—z')(Sz—Sz')=o, 


dx, dy, dz, àx\ âÿ, dz éfaut les accroissements infini- 
ment petits des coordonnées des deux - extrémités, pour un 
déplacement virtuel quelconque. • ’ ’ * 

Or, “si l’oii appelle «,■€, y fes angles formés avec les axes 
par la direction de la droite MM', on aura 

■ • .. ‘ ,v>' ' ' 

— x ’ y' — y- z' — z 

cosct. == — cos ° J — — y co s 7 — — 

* ' • • . . r *, ‘ , 

-réquation précédante donné donc / 

Sx coSa I- 'VcoSC t-'î^cosy rr «îjr'Cosa. f- -î) 'cosÇ-t-'îz'i os'/; 

’ I . - ' . * _ ... 
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c'est-à-dire que les vitesses' virtuelles «les extrémités, esti- 
mées suivant la direction MM', sont égales. Or, pour qu’il 
y aitéquilibre, les deux forces doivent être égales et diri- 
gées, l’une, suivant M'M, l’autre, suivant MM'; donc 
leurs moments virtuels sont égaux et de signes contraires, 
et, par conséquent, donnent une somme nulle. Et il en 
serait de même de la somme des moments virtuels de toutes 
les forces, puisque cette somme est la même que celle d"cs 
moments des deux forces qui leur ont été substituées. 

2 °. Supposons maintenant que les extrémités M, M' 
soient assujetties à rester sur des surfaces ou des courbes 
< km nées. 11 résultera de là de nouvelles forces qui-’ seront 
normales à ces courbes ou à Ces surfaces, ’cn faisant abs- 
traction du frottement. En joignant ces forces inconnues 
aux forces données , on pourra considérer -la droite MM' 
comme entièrement libre; et, s’il y a équilibre, là somme 
des moments virtuels sera nulle pour des déplacements 
arbitraires de MM'. .Mais, si l’on veut que, dans cette 
somme, il n’entre quelles forces données, il sera nécessaire 
et. suffisant que -le déplacement de chaque extrémité ait 
Heu sur la surface ou la courbe correspondante, pour que 
le moment virtuel de la force normale soit nul. D’où l’on 

s. i •• 

conclut que v 

Si/cs forces appliquées aux extrémités d’une droite 
sont en équilibre, et que ces extrémités soient assujet- 
ties à restai • sur des surfaces ou des courbes fixes , la 
somme des moments virtuels de ces forces est nulle 
pour tous les déplacements de la droite qui sont com- 
patibles avec les conditions auxquelles clic est assu- 
jettie. 

La réciproque est vraie; mais, comme elle ne nous est 
pAs nécessaire, nous ne la démontrerons pas ici'; elle §e 
trouvera comprise dans celle qui se rapporte au cas gé- 
néral. . . » 
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106.. D'èmônstrutioh générale du principe. — Consi- 
dérons uu système-. de points assujettis à des conditions 
quelconques, exprimées par des équations entre leurs coor- 
données, Ct sollicités par dés forcesepièlconqueS. Lé nom- 
'bre des éipiations de condition devra être moindre -que 
celui des coordonnées des points, dotonés, sans quoi ces 
points seraient fixés, et l’équilibre aurait lieu sans roildi- 
tions entre les forces. Nous examinerons d’abord brcasOn 
ces équations seront en nombre moindre d’une unité que 
celui des coordonnées dés- points du système. lbstrffit alors 
de se donner la valeur d’une de ces coordonnées , pour 
que toutes les autres soient déterminées; tons les points 
sont donc assujettis à se mouvoir. sur des courbes don- 
nées, et d’une manière déterminée par le mouvement 
‘d’un seul;*- • ", 

Quclles que soient, les liaisons réelles qui assujettissent 
ainsi les points donnés M , M', M", etc. , qn peut les rem- 
placer par d’autres quelconques qui permettraient identi- 
quement les mêmes mouvements. Ainsi , on peut supposer. * 
les points JVI et M' liés par deux droites de longueurs con- 
stantes MX , Al' N, assujetties à se rencontrer sur tme sur- . 
face donnée; ce qui détermine la courbe que le point N 
peut décrire sur cette surface. Ou peut de même lier 
M', M" par des droites rigides M X’. M"N', e’t assujettir le 
point N' à rester sur une surface donnée ; on liera de même' 

M" à un autre point du système, et ainsi tic suite jusqu’à 
ce que l’on arrive au.dernier point. Ces. nouveaux points ' 

N, N', N",... ne’ pourront avoir qu’unè position unique 
[>our chacune des positions successives que l’on ferait 
prendre au système des points donnés ; ils ne peuvent donc 
se mouvoir que sur des courbes complètement détermi- 
nées. Actuellement , faisons abstraction des liaisons don- 
nées pour ne [dus considérer que le système des premiers 
points assujettis à rester sur leurs courbes fixes, et des 
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nouveaux points assujettis. « rester sur -les- leurs, égale- 
raient fixées, et liés aux premières par les droites rigides 
qui ont été introduites. Eu vertu de ce nouveau mode de 
. liaison, les points donnés sont assujettis identiquement 
aux mêmes mouvements qu’ils pouvaient prendre eu \ crlu 
des premières liaisons : on peut donc substituer ces nou- 
velles liaisons aux anciennes sans changer les conditions 
d'équilibre, et l’on aura à considère^ un système de 
points M, JY, M', N', M", jY',... liés par des droites rigides 
et astreints à se mouvoir sur des courbes données, aux- 
, quelles ou pourra supposer uue résistance normale indo- ‘ 

. finie. - . • . . .. , 

Soient P, P', F', etc. , les résultantes des forces appli- 
quées respectivement aux points M, JVi, M", etc., dont 
lès coordonnées 6ont us, y-, ■£■, z \ ■ 

Appliquons aux extrémités de MN (/jg\ i6) deux 
forces égales dirigées suivant célte droite dans des sens dif- • 
férents, et donnons-leur une intensité^ et un sens tels, 
que le point M, soit en équilibre par l 'action des forces 
P et et la résistance delà côurbe donnée. Cela est tou- 
/ jours possible si la droite MJY y’esi pas perpendiculaire à 
cette courbe , et c'est unc.condition qu’o.u pourra toujours 
remplir, puisqu’on- est maîtredè choisir, eommç. on veut , 

■ les longueurs MIS , M'îf. On peut de même admettre que 
"MTS n’est pas normale à la courbe qui contient M ,. et il 
«eusuivra qu’au'eune des, deux lignes MN, M'N. ue séria 
normale à la courbe q uç peut déçri re le point N : car, si une ' 
droite de longueur Constante se. déplace de manière que 
ses deux extrémités parcourent des ares infiniment pctjts 
tle' même ordre , et que 1 un de ces .arcs soit perpendicu- 
laire à la droite donnée, l’aiiire le sera de même. Donc, 
puisque les droites MN", M’N ne sont pas pcrpchdicu- 
laii-es sur les -courbes décrites par M et M', elles ne, le 
seront pas non pins sur la r.âurlte décrite par N. Nous 
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choisirons toutes -1rs au très longueurs de telle manière -■ 
qu’aucune des droites rigides qui lient les points entre 
•eus ne soit normale sur les courbes que ses extrémités 
. peuvent déeri ne < . " —I ■ 

Appliquons de même, suivant jNM , deux forces Q 
égales et contraires, et tel lès - que le point If soit an équi- 
libre, par Faction. des forces Q, Q' ^appliquons ensuite, 
suivant M'jV, des forces Q" égales et opposées, et telles 
qüe le point M' soit en équilibre et continuons ainsi jus- 
qu’au dernier point. Les conditions d équilibré ne sont 
pas changées par l’introduction des forces qui se détrui- 
sent deux à deux, et tous les points sont en équilibre, " ‘ 

excepté le dernier. La condition nécessaire et suffisante 
pour l’équilibre, du système est donc celle dé l’équilibre 
de ce point unique. • r. > . * 

Gela posé, désignons par dp. dp', dp",... les vitesses vir- 
tuelks des points d’applicationdes forcés P, P', P" ,■•■, esti- 
mées dans les directions de ces forces j soient $<J la vitesse 
virtuelle du point M estimée suivant la direction de la 
force Q qui v est appliquée 5 d/j celle du point jN suivant la 
direction de.la première dés deux forces Q que l’on ren- 
contre en partant- de M; et ainsi de suite pour tous les - 
antres. Les conditions nécessaires pt . suffisantes d équi- 
libre, sur chacune des courbes et sur chacune des droites_ 
rigides^ seront exprimées par les équations suivantes 
en observant que les moments virtuels des forces qui 
agissent en 'sens contraires sur chaque droite inflexible 
sont égaux et de signés contraires : 


■ signes 1 

V^// + — Qj.'" 

■ — Qfy -h Q'fè/ i » , 

- -_-Q " 5 q :‘ -H Q”’î>/'’== o, 

!> "-?// — ’ Q w Âjr*'-H Q"'V/" -6, 


•* < 
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fl il ne faut pas oubliée que les vitesses virtuelles ')/>. ci//, .... 
sont les mômes que si Ion avait conservé le premier 
mode de liaison, puisque dans le nouveau les iuouve J 
monts possibles sont restés identiquement les mômes. . 

, Le nombre de ces, équations surpasse d’une unité celui 
des quantités Q,- Q', La première détermine Q;. • 

substituant sa valeur dans la seconde, on aura Q', et en 
continuant ainsi, la dernière ne renfermera plus aucune 
des forces auxiliaires, et sera la condition nécessaire 
et suffisante pour l’équilibre du système. On l’obtient en 
ajoutant toutes les équations précédentes; les moments 
virtuels de chacune' des forces auxiliaires Q, Q',... en- 
'tèant chacun dans deux équations consécutives avec des 
signes contraires , se détruiront . et il restera 

. >; 

• \ ii, £ j ^tiw i.r, p "V' -+■ • . . — o . 

Donc, dans le cas que nous considérons, il est néces- 
saire et suffisant pour l’équilibredu système que la somme 
des moments virtuels des forces données soit nulle, pour 
chacun dès deux déplacements opposés , qui sont seuls 
possibles et qui donnent des moments égaux et de signes 
contraires. 

11 ne reste plus qu’à démontrer que, quel que soit le 
.nombre d’éqiiations qui lient les coordonnées des points’ 
du système, et par conséquent, quel qui; soit Je nombre 
des déplacements compatibles avec cfs liaisons, il est né- 
cessaire et su tllsa ut, pour que des forces se fassent équi*- 
> libre sur ce système, que la somme de leurs moments 
virtuels soit nulle .pour torts cçs déplacement.» infiniment 
petits. - . ' ' ’ ", .j- 

En- effet, considérons uti quelconque de ces déplace- 
ments et établissons de nouvelles liaisons qui n’en- per- 
mettent, pas d’autres, si ce 11 ’eSl le déplacement contraire 
correspondant à dés variations égales et dé signes eon- 
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traireS desi-coordonnées; l'équilibre aura encore lieu s’il 
existait déjà, et par conséquent, d'après ee qui précède, la 
somme des moments virtuels correspondants à ce déplace- 
ment est nulle. 

Réciproquement, si cette somme est nulle pour tout 
déplacement- possible', il y aura équilibre. En effet’, si lés 
forces pouvaient mettre le système en mouvement , tops, 
les points se mouvraient sur certaines courbes que l’on 
pourrait supposer fixes sans altérer en rien ce mouve- 
ment-, et l’on pourrait, de plus, supposer des liaisons 
<pii permettraient 'sur ces courbes le mouvement qui a 
lieu , mais (Je telle sorte que le mouvement d’un seul point 
entraînerait celui de tous les autres. On rentrerait encore 
dans le premier cas quant aux liaisons, et la somme des 
moments virtuels serait nulle sans qu’il y eût équilibre , ce 
'•pii est contraire à ee qui a été démontré précédemment. • 
Donc enfin , . 

1 ' * ■ • ^ 

Quelles que soieiit les équations qui lient les coordon- 
nées des points qui composent un sjstème , auquel sont 
appliquées des forces quelconques , il est nécessaire et 
suffisant pour l' équilibre que la somme des moments 
virtuels de. ces forces soit nulle pour tous les déplace- , 
ments infiniment petits , compatibles avec les liaisons du 
système. ' * ■ _■ _ • 

Dans ce qui précède , nous avons supposé que les coürbes 
ne produisaient' que des forces normales. Si elles pou- 
vaient détruire des forces dirigées suivant la tangente, au 
moyen d’un obstacle au moûvertient du point dans un sens 
seulement, l’équilibre pourrait avoir lieu sans que la 
somme des moments virtuels fût nulle; mais alors elle 
serait nécessairement négative. En effet, l’obstacle tient 
lieu d’une force dirigée du côté où le point peut se dépla- 
cer. En l’introduisant et supprimant l'obstacle, la somme 
des moments virtuels sera .nulle. Or, si l’on no considère 
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que le déplacement virtuel TO.mpaiibléuvcc l'hypothèse de 
l’obstacle, le moment virtuel de la ÏOrç.e introduite sera- 
positive; donc la somme des autres sera négative. .Elfe 
serait nulle si . l’éqnilihre avait lieu indépendamment de 
l’obstacle, parce que la force qui le remplacerait serait 
nulle. • 

107. Il suit du principe précédent que le moment vir- ‘ 
tuel de la résultante de forces quelconques est égal à la 

■ somme des moments virtuels de ses composantes ; car il y 
aurait équilibre entre ces dernières si l’on y ajoutait une 
force égale et opposée à leur résultante, La somme totale 
des moments virtuels, serait donc. nulle,' et par consé- 
quent, la somme de, ceux qui se rapportent aux compo- 
santes serait égale et de signe contraire au moment de la 
force qui leur fait 'équilibré , et qui est égale et opposée à 

. la résultante. Cette somme est donc -égale ou moment de" 
la résultante, puisque deux forces égales et contraires, 
appliquées à un même point, ont des moments virtuels 
égaux et de signes contraires. 

108. Si l’on remplace chaque forcé par ses composantç.4 ’ 
parallèles à trois axes rectangulaires, son moment virtuel 
sera la somntc de ceux de ses composantes. Soient X , Y, Z 
les composantes d’uné force appliquée au point RL dont 

. les coordonnées sont X, y, z ; et âx, ây,ôz les variations 
de ces coordonnées dans un déplacement infiniment petit 
dusystème. Les moments vij-tuels des forces X, Y, Z seront, 
comme nous l ayons démontré , Xdx, Ydy, Zdz , ellemo- 
meut de leur résultante sera * ; a. - * — - . 

XÆx -f- YSy 4- ZSz. • . 

L’équatiou générale de l’équilibre .d’un- système quel- 
conque de point^sera donc • - 

( i ) I (XSx -h YJy -4- ZSz) == 'o , 

■ - * « . ■* . — • * . -v K , * « 

la sommé £ s’étendahTà tou lys -le» forces du syslèntr et 
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les variations des coordonnées <le jeiirs points d’appli- 
cation -pouvant avoir toutes les valeurs compatibles avec 
les équations qui lient ces coordonnées. 

109. 11 est facile de voir, comment l’équation (i) peut 
donner les conditions de l’équilibre d’tin système quel-, 
conque, r . ' . ’ •' ", ■ - . . 

Soient'...' ’.' ’V- ; ’ C' .■ 

* L=Of î,' = o, L" = o, etc., . • . 


h équations -données entre les coordonnées dès m points 
qur composent le système; les variations de ces coordon- 
nées satisferont aux équations ; .• - ' • 


idL. ; • rfL . (IL . d L 

— o.ç 4-. -j— ojr H — m-H-j-, Sx -+- etc. 

dx dy dz ■*-' 


dx' 


o, 


I rfv d\! , . dV , • d L', y - - • , : 

-dï 5x + W ) + Hï - z +3F** + etc ’ = °’ ’ 

Sy^z-Æsx'^ te. = o. 

({|p dx - ... 


• Si l’on tire de ces n équations la valeur de n variations 
et qu’on lés reporte dans l’équation (t), elle en ren- 
fermera encore 3 m — h, qui seront entièrement indéter- 
minées. Et comme cette équation doit ayoir lieu pour 
tous les déplacements qui satisfont aux conditions du sys- 
tème, elle sera satisfaite, quelque valeur que l’on donne 
•à-ces indéterminées; ce qui exige que les coefficients de 
. chacune d’elles soient nuis séparément, pn ajira ainsi 
3rtt— «'équations, nécessaires et suffisantes pour l’équi- 
libre. En les joignant aux n équations données, on aura 
un nombre d’équations égal au nombre des coordonnées 
des points du système. . . 

' Elles pourront servir a- déterminer les positions d’un 
certain nombre de. points d’application, ainsi que les 
grandeurs et les directions d’un certain nombre des .forées, 
de manière à êe que l’équilibre ait lieu. 
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Si. les variables dont dépend la position (lu système 
n étaient pas les coordonnées des points qui le détermi- 
nent, la forme de l’équatiOn (i) changerait. On trouve- 
rait toujours les conditions d’équilibre, en réduisant le 
plus possible le nombre, des variations, au moyen des 
équations de condition-, et égalant à zéro les coefficients 
de celles qui resteraient dalis l’équation ,‘ct •seraient com- 
plètement indéterminées. 

1 111. L’élimination dé n variations entre les équa- 
tions (î) et ( 2 ) peut s’effectuer de différentes manières; 

011 pourrait tirer leurs valeurs des « équations ( 2 ) et les 
substituer dans ( 1 ), puis égaler à zéro les coefficielits des . 
■Sm—n restantes. Mais if vaut mieux multiplier les équa- 
tions ( 2 ) par des facteurs indéterminés X, X', X", etc., 
puis ajouter à l’équation ( 1 ). On égalera ensuite à zéro 
les coefficients des ji variations qu’on voudra éliminer; 
ce qui détermuiera X, À', X", clé. , et enfin oii égalera à 
zéro les coefficients des autres variations. On voit donc 
qu’ après avoir ajouté toutes les équations, on devra 
annuler séparément les coefficients des dm variations; 
n de ces équations détermineront X , X', X", etc. , et en 
substituant leurs valeurs dans les autres, on aura les con- 
ditions d’éqililibic du système. ,. y 

111. L’avantage de cette méthode n’est pas d’abréger 
le calcul , mais de faire connaître les efforts produits par 
les liaisons, et les forces qui pourraient remplacer les 
équations qui expriment ces liaisons. 

• Lu effet, les 3 /m équations auxquelles ou parvient, sont 


( 3 ). 



, rfL ,, dV • rfL" 

X — fc- X — H ). — Ha H etc. 

ttx <lx dx 

. il L , . ctÙ. , „ /IL" ‘ 

Y -H a — - — ■ -H ). — H a — ; K etc. 

(Ijr dy dy 

/ A — - — -f- ^ — : — -H A — T — H elc. 
dz •. . riz dz 
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dx' 

rIL 




,, dU -d L" 

X -r—r ■+■ X — — 7 -f- etc. =. o, 
• dx' dx 


dy' 
d L 
Æ 7 


,,rfL' „dL" 


, riL' 


; rfL" 


■ X' — — — h X' -—-7 4 - etc. ~o fc 
rfz rfî 


Or, ces équations seraient les mêmes, si les équations 
L = o, L' = o,... n’existaient pas, c’est-à-dire si tous . 
les points étaient libres et qu’on appliquât au point M 
une force ayant pour composantes ... * - • • 


riL 


X dL 
k — y 

€ly 


x *’ 


,, dV 
* dx ’ 


au point M' une force ayant pour composantes 




X &' 


; f/.L 

a “ 77 ’ 

dz 


dV 

'dp'- 


et ainsi de suite pour les autres points. 

Quant à la direction de ces forces, en ne considérant 
d’abord que celles dont les expressions renferment les dé- : 
rivées de la fonction L, on voit que celle qui est appli- 
quée en M est normale à la surface dont l’équation 
scraitL = o, en rie regardant que x, y, z connue va- 
riables. Celle qui est appliquée en M' est normale à la ■ 
surface dont l’équation serait L = o, mais dans laquelle 
x y y\ z' seraient seules variables, et ainsi de suite pour ■ 
les- autres points. 

Ce que nous venons de dire de l’équation L =: o peut 
se dire de toutes les autres-, et dès qu’on aura déterminé, 
comme nous l’avons dit, les valeurs de J. , X', X", etc. , on 
connaîtra les grandeurs et les directions des forces dont 
l’ensembloîdes liaisons lient la place. 
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H2. Mais on peut aller plus loin , et assigner les lbrces 
qui pourraient remplacer individuellement chacune des 
équations qui expriment les liaisons. 

Supposons , pour cela , que l’on supprime la condition 
L = o , en conservant toutes les autres j nous allons voir 
que l’équilibre aura encore lieu sur le nouveau système si 

l’on applique au point M les trois composantes X —, 

■ ji „ , , d L y dL 

X — , X— : au point M les composantes X — , K-—, 

dy ' dz ax a J 

x^t ; et ainsi de suite pour tous les autres points - r et que 

tous les termes des équations (3), provenant des équations 
L' = o, L" = o, . . . , resteront les mêmes dans les équa- 
tions d’équilibre du nouveau système'. En effet, dans ce 
système, les forces appliquées aux differents points, au lien 
d’être, comme dans le premier, X, ^ , Z, X ,..., sont 


rfL v .dl. dL 

x + Y + 


( 4 ) 


X' + Æi etc.;. 
dx 


et les équations exprimant les liaisons sont réduites à 

L' = o, L" = o, etc. 

’ • ‘ % . ’ , • 

En traitant cette question comme la précédente, on aura - 
pour déterminer l’équilibre, les équations suivantes : 


/ 

c/L\ 


. d L' 


dL" 




(x -H 


-H 


-t- 

K . dx 


..= o, 

* • 


d L\ 


d L' 


. dl"- 


' . t 


( r + 

VJ 

H- 

dy 

-t- 

' dy 

*f-. 

• •= Of 


/ 

f/L\ 


. d L' 


. d L" 


- 

- * 

(z + 

* dz) 

-h 

k 'lh 

-1- 

k, ~dT 


. .== o, 


l 

d L\ 


. d V 


. dV 



% 

(X'H- 

>3?) 


■'* d* 

-h 

dx’ 

.4- . 

. . — o. 









» 


** 



» 




• 

- • 
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Or, À ayant été pris avec la valeur qu’il avait d’après 
les équations (3), il est clair que toutes les équations (4) 
sont satisfaites, en prenant pour. X,, X,,.. . les valeurs 
mêmes de X', X'',.... D’où l’on conclut, comme nous 
l’avons annoncé, que, si l’on supprime du premier sys- 
tème les liaisons qu’exprime l'équation L = o, et qu’on 
introduise en chaque point trois forces parallèles aux 
axes et égales au produit de X par les dérivées par- 
tielles de la fraction L par rapport aux coordonnées 
respectives de ces divers points, l’équilibre ne sera pas 
troublé; et l’ensemble des forces qui remplaceraient 
les liaisons restantes est représenté par l’ensemble des 
termes des équations (3) qui proviennent des fonc- 
tions L', L",....- 

Si, dans le nouveau système, on supprimait encore les 
liaisons exprimées par une autre équation, on verrait de 
même qu’il faudrait introduire en chaque point des forces 
représentées par les termes des équations (3) qui renfer- 
ment les dérivées partielles de cette équation; car ces ter- 
' mes sont les mêmes dans les équatious (3) et (4) ; et ainsi 
de suite. 

On connaît' donc ainsi les forces qui pourraient , sans 
rien déranger dans l’équilibre, remplacer l’une quelcon- 
que des équations de liaison. 

Il faut remarquer toutefois que l’équation L = o pour- 
rait résulter de liaisons matérielles très-variées, et les 
efforts produits sur ces liens devront être calculés suivant 
leur nature. Ce que nous avons déterminé seulement, ce 
sont les forces qui çn résultent sur les points dont les 
coordonnées sont x; y, z, x . '/,.••• . 

113. Deux systèmes. do forces appliquées à des points 
liés entre eux d’une manière quelconque sont dits équi- 
valents lorsqu’ils pourraient ètrg détruits séparément 
par les mêmes forces; et- il est clair que la même 
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propriété ne se conserverait pas en générât, si la na- 
ture des liaisons changeait. Or, il résulte du principe 
des vitesses virtuelles que la somme des moments vir- 
tuels de deux systèmes équivalents est la même, puis- 
qu’elle est égale et de signe contraire à une même 
. somme. , ' • ' * 

Si deux systèmes peuvent être détruits séparément par 
un troisième, il est évident que tout autre système qui 
détruirait l’un des deux détruirait l’autre, puisque la 
somme de leurs moments virtuels serait la même, en 
vertu de la première condition. Réciproquement, si la 
somme des moments virtuels de deux systèmes est la 
même, ils feraient évidemment équilibre aux mêmes 
systèmes. . ' 

A* • ** * 1 

Application du principe des vitesses virtuelles à , 
l’équilibre d'un fil fiexible. ' 

* * ’ r ’ ' ' , 

114, L’équation que nous allons traiter dépend du cal- 
cul des variations, puisque nous devrons considérer tous 
les points du (il comme sc déplaçant infiniment peu , et 
que l’intégrale qui exprime la somme des moments vir- 
tuels devant être nulle, elle aura sa dérivée nulle. Il 
s'agira donc de déterminer la forme de la courbe par la 
condition que la variation d’une intégrale définie, prise 
dans toute son étendue, soit nulle en passant de cette 
courbe à toute autre infiniment voisine; pourvu que tous 
ses points n’aient fait que se déplacer, et que les éléments 
infiniment petits qui la composent aient respectivement ~ 
conservé leur grandeur. Or, ce problème est du genre 
de ceux que le calcul des variations a pour objet de ré- 
soudre. 

Soient \ds. Y ds. 7 As les composantes de la force qui 
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sollicite l’élément <&y le principe des vitesses virtuelles 
donnera l’équation ^ 

fds{ XJx 4- Y Sy 4- Z Sz) — o , 

; - X '• 

, xette intégrale étant prise dans toute l’étendue du fil, et 
les variations o\r, dy, oz étant telles, que l’élément quel- 
conque ds conserve la même longueur, c’est-à-dire que 
l’on ait 

, , dx dr ,, dz 

. Sds — O, OU — ddx->r ~f-d$r+ — dSz=xo. 

ds ds ds 

Cette équation a lieu pour tous les éléments, et l’on a, 
par conséquent, autant d’équations de condition que d’élé- 
ments. D’après la théorie précédente, on doit les mudti- 
plier par des coefficients indéterminés, variant de l’une à 
l’autre, et qui , par conséquent, dépendent de s; de sorte 
qu’on peut les représenter tous par une fonction quel- 
conque de J, que nous désignerons par X; et, ensuite, on 
doit ajouter tous ces produits à la somme des moments _ 
virtuels, puis égaler à zéro les coefficients de toutes les va- 
riations. Cette somme sera une intégrale prise entre les 
mêmes limites que la première, et l’on aura ainsi l’équa- 
tion d’équilibre : 

X,&£, 4- Y, Sy, 4- Z, Sz, -f- X.,ir, 4- Y,Ær, 4- Z ,Sz, 
j ds (X Sx 4- \Sy 4- Z Sz) ... 

•' ■: ' L + ' k ^n dSx+ t dSy+ t Mz )A' ■ 

x, y l 2, , x,y t 2, étant les coordonnées des extrémités, et 
XiYjZt, XjYîZj les composantes des forces qui y sont 
appliquées. ■ 
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dx 

ds. 


dx 

J X -- IMJC : 

J ds 

f X dS r = X ~ Sr — /' Syd. X 

J ds \ ds ' ds 


Sx — JSxd.i. — , 


/' X ^ rffo = X ^ — f àzd-A ~7 i 

ds ds , J ds 

l’équation précédente devient donc 

+ 1 Xi+ ($) ]*'H y,+ ()?)J* v+ [ Zs t (4iLh- 

r (*fc - rf.X £) *, -4- (y*- </.x ÿ) *V ' 

^ L + ( z *~ rf - x Ê)^ J 

Il faut maintenant égaler à zéro les coefficients des varia- 
tions de tous les points. On devra donc avoir, pour un 
point quelconque du fil , * . - 

ft fi y //g 

(i) Tfcds -. — d.\ — — o, Y ds — rf.X- j- = o, ’Lds — rf.X— =0,- 
' ds ds ds - 

et, pour les points extrêmes, 

.. =“• ’H%r f 

| x ’ + ( x â), = 0 ’ Yï " 1 "( ) ^) J =0 ’ Z ’ + ( X É), = °- . 

Les équations (1) sont les mêmes que celles du n° 9 o, *■ 

dans lesquelles T est changé en — X. Eliminant entre 
elles X, on aura les deux équations de la courbe, et la 
valeur de X s'ensuivra. Les équations (2) feront connaître 
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les grandeurs et les directions des forces qui doivent être 
appliquées aux extrémités.' 

On peut remarquer que l'équation précédente, fournie 
par le principe des vitesses virtuelles, serait la même si 
chaque élément, au lieu d’être lié aux autres, était entiè-r 
rcmeut libre, pourvu que sa première extrémité fût solli- 

eitée par les forces X ~ , X , X ^ , qui se réduisent à une 
1 ds - ds ds 1 

force tangente égale à X , dirigée en sens contraire de l’élé- 
ment, et que la seconde extrémité fût sollicitée par une 
force tangente égale à X + d \ , et dirigée suivant le pro- 
longement de l’élément. D’où il résulte que l’indétermi- 
née — X^ mesure en chaque point la tension du fil, ce qui 
s’accorde avec ce qui a été dit n° 95. 


application du principe des vitesses virluellesà [équilibre 
d un système libre de fujure invariable. 

■ ' - ■* * / " ' ' r ’ * v ‘ 

1 15. Tout déplacement d'un système rigide libre peut 
être produit, comme nous l’avons vu, par un mouvement 
de translation qui amène l’un des points , de sa première 
à sa seconde position, et par une rotation autour d’un axe 
passant par ce dernier point. Les variations totales que 
subissent les coordonnées d’un point par ces deux mouve- 
ments sont les sommes de celles qui résultent successive- 
ment de chacun d’eux ; et lorsque le déplacement est infi- - 
aiment petit, les variations, qui proviennent du mou- 
vement de rotation sont les mêmes que s’il s’effectuait 
autour d’un axe parallèle au premier, mené par la pre- 
mière position du point que l’on a considéré, tout le sys- 
tème partant de sa position initiale. Cette rotaliou peut 
‘se décomposer eu trois autres autour des-axès de coordon- 
nées; et, en négligeant les quantités infiniment petites du 
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second ordre, on pourra supposer que chacune d éliés s'ef- 
fectue en plaçant le corps dans sa position initiale. 

Cela posé, cherchons les équations d’équilibre d'un sys- 
tème de points de ligure invariable, et, pour cela, calcu- 
lons le moment virtuel d’un quelconque de ses points, . 
dont les coordonnées sont.r, y, z , et auquel est appliquée 
une force dont les composantes parallèles aux axes sont * 
X. , Y, Z. Nous pouvons supposer à l’origine des coordon- 
nées un point lié au système, et tout déplacement virtuel 
pourra être opéré par un mouvement de translation qui 
amènera ce point dans la position qu’il devra occuper, et 
par une rotation du système partant de sa première posi- 
tion, autour d’un certain axe passant par l’origine. I.a 
somme des variations des coordonnées X, y, z obtenues 
dans chacun de ces mouvements isolés formera leur varia- 
tion totale, ou les vitesses virtuelles <î.r, dy, àz de ce point 
estimées parallèlement aux axes. Et, si l’on regarde comme 
entièrement arbitraires les trois variations des coordon- 
nées du point situé à l’origine, ainsi que les trois quantités 
angulaires dont on fera tourner successivement le système 
autour des trois axes, à partir de sa première position, on 
aura l’expression des vitesses virtuelles pour tous les dé- 
placements infiniment petits compatibles avec les condi- 
tions du système. 

Considérons d’abord la rotation autour de l’axe des z. 

Le point M, dont les coordonnées sont x,_y, z, décrira un 
arc de cercle dont la projection sur XY aura pour centre 
l’origine-, et si l’on désigne par r le rayon de ce cercle, 
par £ l’angle qu’il fait avec l’axe des X , et par dÇ l’angle de . 
rotation autour de l'axe des ;, on aura 

*•,*••• ... . V * 

.v t cos Ç , y — r sm O, •£ 

doit 


n — ; y i}ï’, 
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la caractéristique d, désignant la variation partielle rela- 
tive à ce premier mouvement, et d£ étant toujours consi- 
déré comme positiflorsque la rotaliou s'effectue de gauche 
à droite, et négatif dans le cas contraire. Pour passer de 
cette rotation à celle qui doit avoir lieu autour de l’axe 
des x, il faut changer respectivement z, x, y en X,y, z ; 
et, pour passer de celle-ci à la troisième, on changera 
x ,y, z en y$ z, x. Si donc on désigne par d£, or, les quan- 
tités angulaires dont le système tourne autour de l'axe 
fies xetde l’axe des j', et par d,, d 4 les variations relatives 
à chacun de ces mouvements, ou aura 


S'tjr = — zSl, 
3 } z = — xSr,, 


d, z — y3S, 
3,x — z3r,. 


Soient maintenant #, b. c les déplacements infiniment 
petits du point situé à l’origine, dans le sens des axes-, 
et dx, ây, oz les variations totales des x, y , z , on 
aura ' • » .. 

■ ' Sx ,=c a -+- z3y — .rdï, Sy = b -t- x3Z — zdÇ, . 

y 3z = c J d£ — x3ri m , 

et l’équation * - • , 

2(Xdjr -t- Y3y -+■ Z 3z) = o 

devient 

l[Xa-hY6-hZc+(yZ— zY)dÇ+(zX— .rZ)<î„-+-(j:Y— : vX)JÇ] =ÿ o , 

Pour que le système soit en équilibre ,- il. est nécessaire et 
suffisant que. cette équation ait lieu, quel que soit le dé- 
placement virtuel , c’est-à-dire quels que soient a, b\ t-, 
d£, d»!, d£. Égalant donc à zéro les coefficients de ces 
indéterminées, on aura les équations suivantes, qui ex- 
priment les conditions d’équilibre d’un système inva- 
riable : 

'.,.ïX = o,' ïY = (i, 2 Z = o, 

ï(yZ — ;Y) = i>, ■ 1 {zX — xZ) — k, 2 : ;.cY — rX) O. 
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Si l’on désigne par P la forée dont les composantes sont. 
X , Y, Z , et par a, o, y les angles que sa direction fait avec 
les axes, ces six équations deviennent 


ïPeosa — ci, SPcosê = o, 2 P cos y — o, 
iP{ycosy — zcosS) — o, 2P(stoSa — .rcosy) o, 
2P(.r cosê — j cosa) =: o. 


Elles coïncident avec celles du n" 38. 


Remarques sur l'équilibre d'un système quelconque. 

, t- ' • 

* » « 

116. Lorsque l'expression S ( X dx -+- \ày + Zcîz) sera 
la variation d'une certaine fonction de x, r, z , x\ y\ 
z', etc. , traitées comme variables indépendantes j l'équa- 
tion donnée par le principe des vitesses virtuelles montre . 
que, dans la position d’équilibre, cette fonction est, en 
général , un maximum ou uu minimum par rapport à 
toutes les' valeurs qu’elle peut prendre lorsque le système* 
subit un déplacement infiniment petit quelconque, corn- 
patible avec scs. liaisons; le minimum correspond au cas 
de l’équilibre instable, et le maximum au cas de Féqui- 
libre stable. Mais cette discussion nous écarterait trop 
de notre objet, et nous nous bornerons à examiner le cas 
simple d’un système quelconque de points pesants. 

Si l’on prend l’axe des z en sens contraire de la pesan- 
teur, on aura 

• , • * * * . < * • 

X — o, . Y — o , „ Z = — gdm , 

dm désignant la masse d’un quelconque des éléments. 

I /expression SXd.r-t-Ycîv -\-7*dz devient alors — gSdmiz , 
.etl’équatiôn d’équilibre sera 

2 "tfmiz ~ o, ou t Iz 'lui o; 

. ' _ ■» ’ * . .. 

donc Ss dm est maximum ou minimum. Mais 'L zdm est 
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égal au produit de la masse du système par lez de sou 
centre de gravité; donc ce centre est le plus haut ou le 
plus bas possible, lorsque ce système est en équilibre. Le 
premier cas est relatif au minimum de l’intégrale de 

— g'Ldni'Jz-, il correspond à l’équilibre instable^ et le 
second à l’équilibre stable. Oh en voit un exemple bien 
simple dans l’équilibre d’un cylindre elliptique posé sur 
un plan horizontal. La chainette en présente un autre, 
que nous avons déjà eu occasion de remarquer. .Nous 
avons reconnu, dans le n" 99, que son centre de gravité 
est placé plus bas que pour touti“s les courbes isopéri- 
iqètres ayant les mêmes extrémités. 

117. Autre propriété de maximum ou de minimum. 

— Soient P, P',... des forces en équilibre sur un système 
quelconque; M, M , . . . leurs points d’application. Pre- 
nons à partir de ces poiuts, et sur la direction des forces, 
des longueurs Mis , M'Y,.... proportionnelles à ces forces, 
et dé'srgnons-les par p, //,... , de telle sorte que 1 on ait 

//=XP., // = / P',.,.. 

* '*• * • v . “ • ’ * * »- i . 

Le théorème que nous, voulons démontrer consiste en ce' 
que la somme p- + p* -4- . . . ou Z/> ! sera un maximum 
ou un minimum, parmi toutes les valeurs qu’elle peut 
prendre lorsque, les points N, Y,... restant 'fixés, les 
points AI, M',... subissent un déplacement virtuel .quel- 
conque , compatible avec les liaisons du système. 

, En cüèt, soient L (Jig- 3y) une position infiniment voi- 
sine que peut prendre le point AI; H sa pxojection sur la 
direction de la force P; 0 l’angle P.\IL; faisons ML = /■, 
AIH = dp. ... 

Le principe des vitesses virtuelles donne pour tous les 
déplacements possibles SPcîp — o; Cl par conséquent, ei| 
multipliant tous les termes par A', 

•, . . . J • 

(«) ' * o, 
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équation qui équivaut <i 

(a) Stp- = o; 

d’où il suit que généralement Zp* sera un maximum ou 
un minimum pour tous les déplacements infiniment petits 
des points M, compatibles avec les liaisons du système; 
car c’est avec cette dernière condition que les dp sont en- 
tendus dans l’équation (i). 

Pour reconnaître si 2p* est un maximum ou un mini- 
mum, calculons exactement son accroissement. Si nous 
désignons par p, la valeur NL de p après le déplacement 
v irtuel arbitraire, nous aurons 

p\ =p J — ipr cos 9 -+- /•% 

doit - 

Xp] = Xp 7 — 7.1pr cos 6 ■+■ ïr'. ' ' | . 

■ • . ■ •• . i _ ' • . / . 

L’accroissement de 2p* est donc 

•(&) Slp 7 z^l — llpr cos 9 + 2c 1 . 

Or, le premier terme de cette expression n’est autre 
chose que — aZpôp, puisque l’on a 

rcosO —.Spi 

doue si l’on avait rigoureusement l’équation (i), d’Lp* se 
réduirait à qui est essentiellement positive, d’où il 
suivrait que Zip 1 serait toujours minimum. Mais nous 
avons fait remarquer, dans la démonstration du principe 
des vitesses virtuelles, que Epdp n’était pas généralement 
nul, mais infiniment petit du second ordre; et comme Zr* 
est du même ordre, les deux parties de tJZp’ sont compa- 
rables, et l’on ne peut rien dire d’absolu sur le signe du 
résultat. Cependant on peut faire quelques remarques im- 
pur ta niés h cél égard. 

Supposons d’abord que ZPsp soit dé même signe pour 
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tous les déplacements \irtuels, il faudra distinguer deux 
cas. 

S’il est négatif, les deux ternies de l’expression (3) 
seront positifs , et par conséquent Zp ! sera un minimum , 
quelle que soit la valeur du rapport k, depuis zéro jusqu'à 
l’inüni. 

S il est positif, la première partie de âZp‘ sera négative, 
et comme elle varie proportionnellement à à, on pourra 
donner à ce rapport une valeur assez grande pour que 
cette première partie l’emporte sur la seconde Zr’, quel 
que soit le déplacement virtuel, et cela aura lieu depuis 
cette valeur de à jusqu’à l’infini : dans toute cette étendue, 
Sp* sera maximum. 11 pourra arriver qu’entre cette limite 
inférieure de k et une autre valeur plus petite, la pre- 
mière partie de (3) soit tantôt supérieure, tantôt infé- 
rieure à la seconde; entre ces limites il n’y aura ni maxi- 
mum ni minimum. ; 

Mais ce qui est très-remarquable, c’est que dans tous 
les cas , et lors même que Zl’dp n’a pas le même signe 
pour tous les déplacements virtuels, on peut donner au 
rapporté, et par suite aux longueurs p, des valeurs 

assez voisines de zéro pour que la première partie de (3) 
soit incomparablement plus petite que Zr*. Il suffit, en 
effet, de supposer que p , p soient des infiniment petits 
du premier ordre, parce que la première partie de l’ex- 
pression (3) deviendra infiniment petite du troisième 
ordre, et l’autre n’étant que du second, son signe prévau- 
dra. D’où il résulte que Zp* sera minimum, puisque son 
accroissement sera toujours positif. Cette dernière propo- 
sition est due à M. Gauss; elle n’est qu’un cas particu- 
lier d'un théorème que cet illustre géomètre a donné dans 
le cas d’un mouvement quelconque. C’est là le cas oit le 
mouvement se réduirait à zéro. On peut dire aussi que ce 
théorème est renfermé dans la proposition précédente. 
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en vertu du principe de d’Alembert, dont nous parlerons 
plus tard. 

Mais il faut bien remarquer que ce n'est pas seule- 
ment dans le voisinage de k — o que £/>* sera nécessaire- 
ment un minimum; il en sera ainsi depuis cette. limite 
jusqu’à une certaine valeur finie de ft-, pour laquelle la 
première partie de cessera d’être inférieure à la se- 
conde pour tous les déplacements \ irtuels, 

On peut observer encore que lorsque , pour une valeur 
de h , 2p s sera maximum , il suffirait de porter les quanti- 
tés p dans le sens opposé pour que devînt minimum; - ' 

car alors cos 9 changerait 4e signe sans changer dé valeur, , 
elles deux parties de à'ï.p* seraient positives.. 11 y aurait 
donc minimum en considérant cette mémo valeur de k y 
avec le système des forces égales et contraires aux pre- 
mières, et qui seront en équilibre en vertu du principe 
des -vitesses virtuelles. 

• . . - . ' < fc . 

Remarques sur ta réduction d’un système de forces. 

118. Nous avons démontré qu’un système de forces 
appliquées à des points liés invariablement entre eux, 
mais libres dans l’espace, pouvait toujours être réduit à 
une force unique et un couple; eette force est la résultante 
de toutes celles du système transportées parallèlement à 
elles-mêmes en un point choisi arbitrairement, et que 
nous nommerons l’origine. Elle est donc toujours la > 
même en grandeur et en direction; son point d'applica- 
tion peut seul changer, il est entièrement arbitraire. 
Quant au couple résultant, il dépend du point où l’on a 
transporté toutes les forces. Si on le décompose en deux 
autres dont l’uu ait son axe dans une direction donnée, et 
l’autre dans une direction quelconque perpendiculaire, 
le premier est égal, comme nous l’avons démontré, à la 
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somme des moments de toutes les forces par rapport à la 
droite menée par l’origine suivant la direction donnée. 
Mous allons faire quelques remarques impor tantes sur les '• 
moments relatifs aux droites qui passent par un même 
point, et sur les changements 'qu’ils éprouvent quand ce " 
point se déplace. Nous les avons reportés à la fin de la Sta- 
tique, afin de ne pas entraver la marche du cours. Ce - 
que nous allons dire est extrait de l’ancien Mémoire de . 
M. Poinsot, sur la composition des moments. 

1 19. Moments par rapport aux differents axes qui 
passent par un meme point. — La somme des moments de 
forces quelconques pâr rapport à un axe s’obtient, comme 
nous l’avons vu, en projetant sur cet axe les trois sommes 
relatives aux axes coordonnés rectangulaires qui passent 
en ce point, ou plus simplement, en projetant le moment 
résultant ou celui du couple résultant sur ce même axe. 
Ainsi, quand on aura déterminé en direction et eu gran- 
deur l’axe du couple résultant relatif à une certaine ori- 
gine, il suffira de le projeter sur une droite quelconque.’ 
passant par ce point, pour obtenir la somme des mo- 
ments des forces par rapport à cette droite. D’où résultent 
les propositions suivantes : 

Si l'on considère les sommes des moments d’un sys- 
tème quelconque de Jorçes par rapport à toutes les 
droites qui passent par un même point , la somme maxi- 
mum sera celle qui correspondra à l'axe du couple résul- 
tant relatif à ce point pris pour origine. 

La somme des moments sera la meme pour toutes les 
droites qui feront le même angle avec l’axe du couple 
résultant. Elle sera nulle pour toutes les droites perpen- . 
diaulaires à cet axe. 

120. Comparaison des moments inaxima’ relut fs à 
différents points. — Soient A ( fig. 38) une origine quel- 
conque, AH la résultante des' forces transportées en ce 
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point , et AM la direction et la grandeur de l'axe du couple 
résultant correspondant. Pour obtenir le couple résul- 
tant relatif à une autre origine quelconque, il suffirait de 
composer avec le premier un nouveau couple formé de 
la force R et d’une force R' parallèle et contraire menée ^ , 
par A'; d’où l’on conclut d’al>ord que si A' est sur la 
droite AR , ce dernier couple est nul, et le couple résultant 
est le. même qu’au point A. On a donc cette première 
proposition: - V 

Le couple résultant est le même en grandeur et en 
direction pour tous les points d’une même droite quel- 
conque parallèle à la résultante. ’ 

En d’autres termes : Pour tous les points d’une meme 
droite parallèle à la résultante, les axes de moment - 
maximum sont parallèles , et ce moment a la thème 
valeur. . * 

Supposons .maintenant que le point A' 11e soit.pas sur 
la direction AR de la résultante relative au point A, le 
couple qu’il faudra composer avec AM aura son axe per- 
pendiculaire au plan RAA', et par conséquent à la droite 
AR. Si l’on fait venir le point A', cet axe pourra prendre 
toutes les directions dans le plan perpendiculaire à AR j 
aucune 11e sera celle de AM si l’angle 6 n’est pas droit ÿ . 
c’est-à-dire si le système des forces n’a pas de résultante 
unique : ainsi , en exceptant ce cas particulier, la direction 
de l’axe du couple résultant sera différente de AM si A 
n’est pas sur AR. Les directions diverses de l’axe du 
couple RR' feront avec AM, les unes un angle aigu, les * 
autres un angle obtus , si AM et AR n’ont pas la même 
direction. Les axes qui feront un angle aigu avec AM don- 
neront un couple résultant plus grand que' AM ; ceux qui 
feront un angle obtus pourront donner un couple résul- 
tant plus grand ou plus petit que AM , suivant la gran- ' 
deur du moment du couple R , R' qui peut varier de zéro à 
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1 infini , eu changeant la distance de A' à AH. D’où l’on 
voit que le moment maximum relatif au point A, com- 
paré à ceux qui correspondent aux divers axes passant par 
A', sera plus petit que les uns et plüs grand que les autres, 
si les directions AM, AR.sonl différentes ; mais si elles se 
confondent, les deux couples à composer auront toujours 
leurs axes perpendiculaires entre eux , et par conséquent 
donneront uu couple résultant plus grand que AM. D’où 
résulte cette proposition : ' ‘ ' ■. 

Le point, de l’espace pour lequel le moment du couple 
résultant est le plus petit, est celui pour lequel la direc- 
tion de l’axe de ce couple se confond avec celle de lu 
résultante. 

Et, d’après ce qui vient d’ètrc établi tout à l’heure, si 
I on trouve un point jouissant de cette propriété, tous les 
points de la parallèle à la résultante menée par ce point en 
jouiront de même ; et tous les axes des couples résultants -, 
ou, en d’autres termes, les axes pour lesquels la somme.des 
moments (les forces est maximum , considérés pour tous les 
points de cette droite, se confondent, puisqu’ilssont paral- 
lèles à cette droite môme ; de sorte qu’il n 'existe dans l’es- 
pace qu’un seul axe tel que la somme des 'moments des 
forces par rapport à lui soit plus grande que par rapport ’ 
à toute autre droite menée par up de ses points, et en 
même temps soit moindre que la sommé maximum, rela- . • 
tive à tout point situé en dehors de lui. C’est à cet axe 
que M. Poinsol donne le nom dé axe central des mo- 
ments. 

121. Détermination de l’axe central. — Pour obtenir 
l’axe central , il faut choisir le point A , de telle sorte que 
la perpendiculaire au plan HAA', ou l’axe du roupie RII', 
soit dans le plan MAR. 11 suffira , pour cela , de prendre A' ‘ 
dans le plan mené par AR perpendiculairement au plan 
MAR, et du côté de AR, pour lequel le sens du couple 
i année. ■ ■* * . 1 1 . 
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donnera à l’axe la direction AN et non la direction oppo- 
sée., parce qu’il faut que 1 AR soit dans l’angle des direc- 
tions des deux axes composants. 'Cela posé, il suffira de 
prendre le point A' à une distance de AR telle que le mo- 
ment du couple soit égal au côté MB du parallélogramme 
MBAN. Si donc on désigne par G le moment du premier 
couple résultant AM; par K celui du nouveau couple ré- 
sultant; par p la distance de A' à AR; par 9 l’angle MAR ,' 
le moment du couple RR' sera Rp, et l’on aura 


cos 0 


LX-t-MY -4-NZ 


K = Gcos0 = 


GR 

LX-4-MY-t-NZ 
R ’ 


R p = G sin 0. 


Le point A' est ainsi déterminé autant qu’il doit l’ètre; 
ce sera l’un quelconque de ceux de la parallèléà AR menée 

à la distance ^ - de AR, dans le plan perpendiculaire 

au plan MAR conduit suivant AR, et du côté de AR que 
nous avons indiqué. Si l’on veut prendre en particulier 
le point situé sur la perpendiculaire au plan MAR mené 
par À, ses coordonnées a, b , c se détermineront par les 
équations suivantes, en prenant le point A pour origine ; 




G’sin’O 
R 2 " ’ 


- «X -t- 6Y -p cZ = o , aL-4-aM-f-cN — o. 



Les deux dernières expriment que la droite AA' est per- 
pendiculaire sur la résultante, dont les composantes sont 
X, Y, Z, et sur l’axe du couple résultant, dont les axes 
composants sont L, M, N. La première exprime que la 
longueur AA' est égale à p. Ces trois équations donnent 
deux points dont les coordonnées sont égales et de signes 
contraires; mais un seul devra être choisi : c’est celui qui 
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donne ati couple HR' le sens que nous avons indiqué pré- 
cédemment. . ' - • . . 

Le point A' étant ainsi déterminé, la parallèle à la ré- 
sultante menée par ce point sera Vare central, et, nous 
le répétons, la direction de cet axe est, pour un quelconque 
de scs points, celle de l’axe du moment maximum; et ce 
•.moment est moindre que le maximum correspondant à 
tout autre point de l’espace. 

122 . Disposition de tous les axes autour de l’axe cen- 
tral. — Concevons un plan quelconque perpendiculaire à 
Taxe central ; ce que nous dirons de tous les points de ce , 
plan s’appliquerait identiquement à ceux de tout autre 
plan parallèle, et par conséquent de tous ceux de l’espace. 

Soient AR ( fi g. 3 9 ) cet axe , et A un point quelconque 
du plan perpendiculaire mené par A. En prenant ce nou- 
veau point pour origine, il faudra composer le couple résul- 
tant dont l’axe est AM en direction et en grandeur, avec le 
couple situé dans le plan R AA', ayant pour moment R/>, p 
désignant la longueur A A'. L’axe du couple résultant sera , . 
en direction et en grandeur, la diagonale AB du rectangle 
construit sur AM et AN égal à Rp et perpendiculaire au 
plan R A A'. Désignons par y l’angle de Taxe résultant avec 
l’axe central , et par H le moment résultant, on aura 


tangip; 


Ç F 
G 


, K 3 = R’/,’ + G 5 . 


Les valeurs de K et çp ne dépendant que de p , il s’ensuit 
que pour tous les points d’une même circonférence décrile- 
du centre A dans le plan perpendiculaire à AR , les mo- 
ments maxima sont égaux et leurs axes forment un liyper- 
boloidc de révolution autour de l’axe central, dont la. 
circonférence que l’on considère forme le cercle de gorge, ‘ 
et le demi-axe imaginaire de l’hyperbole génératrice a pôm 

(•J 1 * ^ 4 

valeur — • Si l’on prend p comme abscisse, et le momeni . 
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correspondant K comme ordonnée, on construira, d'après 
l’équation ci-dessus, une hyperbole dont Taxe réel sera 
dirigé suivant AR et aura pour valeur 2G. Son demi-axe 

imaginaire sera ^ comme pour l’autre hyperbole. 

Ainsi , l’axe central jouit de la propriété , que pour tous 
les points, d’une surface cylindrique quelconque dont il 
est-l’axe, le moment maximum a la même valeur^ l’axe 
de ce moment a la même direction pour tous les points 
d’une même arête de ce cylindre; il change de direction 
en passant d’une arête à une autre, cil conservant la 
même inclinaison sur l’axe et la même distance. La va- 
leur du moment maximum augmente* indéfiniment avec 
la distance de l’origine à l’axe central; et l’angle de son 
axe avec Taxe central a pour limite l’angle droit. 

123 . Cas où le système des forces a une résultante . — 
Si l’on prend pour origine un point quelconque de cette 
résultante, le couple correspondant sera nul , et par con- 
séquent cette droite sera l’axe central lui-même. Les for- 
mules précédentes donnent, eji ellet, p~ o quand 011 
suppose G = o. SL maintenant 011 prend une origine 
quelconque en dehors de la résultante unique, on aura un 
couple résultant dont le plan sera celui qui passera par 
l’axe central et la nouvelle origine. Ainsi, dans ce cas 
particulier, tous les points d'un même plan quelconque 
passant, par la résultante unique donnent des couples 
résultants , dont les axes sont parallèles. 

Mais les moments de ees couples ne sont pas égaux; ils 
sont proportionnels à la distance de l’origine qui leur 
correspond à la résultante générale. ' Ils n’ont donc la 
même valeur que pour les points situés sur deux parallèles 
équidistantes de cette résultante, et de plus le sens de ces 
couples n’est le thème que pour les points d’une même 
parallèle. 
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124. (.'as où la résultante est nulle. — Si la résultante 
est nulle, le changement d’origine n’introduit aucun nou- 
veau couple, et par conséquent le couple résultant a tou- 
jours le même moment, et son plan la même direction, 

quelle que soit l’origine où l’on transporte les forces. 

• • • « , > 

r . • 

Attraction mutuelle des corps. 

125. L’ensemble des phénomènes célestes nous con- 
duira plus ta rd à admettre que les molécules des corps 
s'attirent proportionnellement à leurs masses, - et en raison 
inverse du carré de leur distance. 11 est donc convenable, 
pour préparer à l’étude des diverses questions relatives au 
système du monde , de calculer quelques effets de l’attrac- 
tion des corps ; elnous considérerons plus particulièrement 
ceux dont la forme se rapproche le plus de celle que nous 
présentent les corps célestes. 

Nous allons" nous proposer d’abord de calculer l’ac- 
tion mutuelle de deux sphères composées de couches con- 
centriques homogènes, mais dont la nature peut dépendre 
de leur distance au centre. Nous supposons que tous les 
points de l’une attirent chacun des points de l’autre, de 
manière que l’action et la réaction soient égales ; en sorte 1 
que, si l’on joignait deux points par une droite inflexible, 
l’action mutuelle de ces points ne produirait aucun mou- 
vement. Cette action peut changer suivant une loi quel- 
conque, avec la distance des deux points; nous suppo- 
serons ici qu’elle varie en raison inverse du carré de la dis- 
tance. '• . ' . . . 

Si nous concevons que toute la matière qui composé 
l’unité de masse, tant de l’une que de l’autre substance, 
soit réunie en un même point, sans rien perdre de son 
action, Cl que ces deux points soient placés à l imité de 
distance l’un de laütre , ils. produiront I un sur Kautre 


Digitized by Google 


>66 COtBS UK MÉCAMQtr.. 

une force attractive égale, que nous désignerons par J\ et 
<jui est une des données nécessaires de la question. En la 
joignant avec l’hypothèse, que tous les points s’attirent 
mutuellement eu raison directe des masses et en raison 
inverse du carré de la distance, la question .est complè- 
tement déterminée. 

Si l’on considère d’abord l’action mutuelle de deux élé- 
ments infiniment petits dm , dm', on peut considérer les 
distances de leurs différents points comme égales à l’une 
quelconque d’entre elles , que nous désignerons par u. 
Toutes les parties égales exerçant, par hypothèse, une 
même action sur un même poiut, à la même distance, la 
matière comprise dans la masse dm exercera sur dm une 
action qui sera dans le rapport de dm \ i avec celle qu’exer- 
cerait sur dm la matière renfermée dans l’unité de masse, 
et concentré» au point où se trouve dm. Cette dernière 
action sera dans le rapport de dru : i avec celle qui aurait 
lieu si , au lieu de dm 1 on substituait l’unité de masse de 
la seconde * .concentrée au même point. Mais cette der- 
nière action est à celle que nous avons représentée par J\ 
dans le rapport de i Donc, l’action des deux élé- 
ments /7m, dm' sera exprimée par 

. ' ;■ " * fjtmdm • '• .. 

~~ TT» - 

en négligeant la quantité infiniment petite d’un ordre 
supérieur, qui provient de la di fféreuce des valeurs de «, et 
qui ne changera pas les limites des sommes des éléments 
dans lesquels cette expression entrerait comme facteur. 

Cela posé, considérons une couche sphérique d’une 
densité égale à o, d’une épaisseur infiniment petite, dont 
le centre est en O, et qui est comprise entre les surfaces 
sphériques dont les rayons sont /• et »•-+- dr\ son action 
sur un élément dm situé en A à une distance a de son 
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centre sera dirigée suivant la droite AO, autour de la- 
quelle tout est semblable, et il suffira de faire la somme 
, des composantes de toutes les forces suivant cette direc- 
tion , pour avoir la résultante cherchée. 

Soit M un point quelconque de la circonférence dont 
le rayon este; faisant 

MQA = 0, MON = c/9 , MA=«, OA = «; 

d’où résulte 

, u’ — a ! 4 - r 7 — 2 racos 9 . 

Les deux rayons OM, ON (fig. 4°) étant prolongés jus- 
qu’à la circonférenco dont le rayon est r - 4 - dr, la surface 
infiniment petite rdQdr tournant autour de l'axe AO en- 
gendrera un volume 2717-’ sin 9d9dr, dont la composante 
de l’action sur dm' suivant l’axe AO sera 


npfr'drtlm' sin9c/9 


(a 5 + a? — > 


On aura donc l'attraction de la couche sphérique sur dm', 
en faisant la somme des expressions semblables quand 9 
variera depuis o jusqu’à 7t, et par suite u depuis a — ;• 
jusqu’à a /', si le point est extérieur; et depuis r — a 
jusqu à /•-(- a, s’il est intérieur. 

Exprimons d’abord la différentielle en fonction de u 
seulement. On tire de l’équation entre x et 9, 

udti = arsin 9 c/9. 

L’expression ci-dessus devient donc 

npfrdr , , V a? a? — •r , \ , 

ir dm [—* — -) du ’ 

dont l’intégrale est 

Si le point est extérieur, cette intégrale prise entre les 
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r et a+/'i( pour valeur - 


4»r pfr'drdni 


ou voit qu elle est la même que si toute la matière était 
• iiétinie au centre. ■ . • , 

Pour avoir l’attraction exercée par un solide composé 
de couches sphériques homogène^, mais dont la nature 
peut varier avec r d’une manière arbitraire, il faudrait 
faire la somme des actions de toutes ces couches , et 
'comme elles sont toutes les mêmes que si on les réunis- 
sait au ccutre, on obtient la proposition suivante: 
f Un solide composé de couches sphériques homogènes , 
de nature différente , et dont tous les points attirent un 
point extérieur en raison inverse du carré des distances, 
exerce sur ce point la même action que si toute la ma- 
tière qui le compose était réunie en son centre. 

Dans le cas d’une sphèré homogène, de rayon R , l’cx- 

... . dnp /R 3 dm' 

pression de cette action sera 

o a 1 

Si le point A était intérieur h la couche infiniment 
mince que nous avons considérée , les limites de u seraient 
r — «ct/'+st, et la somme se réduirait â zéro. D’où 
résulte cette autre proposition: 

Dans la meme loi d'attraction, l'action du menu- 
solide est nulle sur tout point, situé en dedans rie la sur- 
face intérieure. Et pour un point situé dans V intérieur . 
de sa masse, l’action se réduit à celle du solide compris 
entre la surface intérieure et celle de la, surf ace sphé- 
rique concentrique qui passe par ce point. 

Tl résulte de là que l’action d’une sphère entière sur un 
point de son intérieur est bornée à l’action de lit sphère 
concentrique dont la surface passe par ce point. 

Dans le cas où toutes les couches sont de même nature , 
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si R désigne le rayon de la sphère ei r la distance du point 
que l’on considère au centre, l’action de la sphère sera 

‘-npfrrlm'i 

elle ne dépend plus de R , et est proportionnelle à la dis- 
tance ati centre. 

12(5. Rien n’est plus facile maintenant que de calculer 
l’action mutuelle de deux sphères extérieures l’une à 
l’autre. D’abord, l’action de l’élément dm sur la première 
sphère étant égale et contraire à celle de cette sphère sur 
rlm, puisque toutes les actions élémentaires qui les com- 
posent l’une et l’autre sont égales et contraires par hypo- 
thèse, il s’ensuit que la résultante des actions de la pre- 
mière sphère sur tous les éléments rlm qui composent la 
seconde, sera égale et contraire à la résultante de toutes 
les actions des éléments do la seconde sur la première; 

, c’est-à-dirc que les actions des deux sphères l’une sur • 
l’autre sont égales et contraires. 

- Or, d’après ce qui précède , l’action de dm' sur la pro- • 
tnière sphère est la même que si toute la matière qui la 
compose était réunie en son centre. La question revient 
donc à calculer l’action de la seconde sphère sur ce point ; 
mais il est prouvé qu’elle est la même que si toute la ma- 
tière de la seconde était réunie en son centre; d’où l’on - 
conclut que 

Deux sphères composées de couches homogènes quel- 
conques, dont tous les points s'attirent proportionnelle- 
ment aux masses et en raison inverse du carré de la dis- 
tance, exercent l’urtê sur l’autre la même action que si 
ta matière dont chacune d'elles est composée était réunie 
en son centre. .• . ; 

La même proposition a évidemment lieu pour deux 
splièrés creuses composées de même de couches homogènes. 

127. On peut démontrer très-simplement que les ar- 
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tions exercées par tous les points (l’une couché sphérique 
homogène et infiniment peu épaisse, sur un point de l’in- 
térieur, se détruisent. ‘ . - v 

En effet , soient O ( fig* 4 1 ) le cen ire de la surface inté- 
rieure de la couche, 013 son rayon, et A le point intérieur 
que l’on considère. Menons par GA un plan quelconque, 
et soient M et N deux points infiniment voisins pris sur 
la circonférence suivant laquelle il coupe la sphère; tirons 
les droites MAM', N AN', MN, M N'; les triangles AMN", 

AM' N' seront semblables. Si maintenant on fait tourner 
le plan autour de OB, les cordes ou les arcs MN , M'Nl , 
engendreront des surfaces qui , multipliées par l’épais- - 
seur infiniment petite de la couche, seront des éléments 
de sou volume; or, les actions" de ces deux éléments sont - 
égales et contraires; car elles sont proportionnelles aux 
surfaces engendrées par MN et M N', et en raison inverse 
des carrés des distances ; il suffit donc de prouver que ces 

•r ' ^ ^ 2 2 * * 

surfaces sont en raison directe de AM , AM', ce qu’on 
reconnaît facilement en observant qu’elles sont propor- 
tionnelles aux produits des arcs générateurs par leurs dis- 
tances à l’axe, et que ces produits sont dans le rapport 

3 ——3 ... i 

de AM ; AM' à cause de la similitude des triangles. 

128. Autre loi d’attraction. —Si l’on suppose l’action 
de deux points proportionnelle à leur distance, on peut, 
facilement calculer l’attraction d’un corps de figure quel- 
conque sur un point placé arbitrairement. 

Prenons, pour cela, trois axes rectangulaires se cou- 
pant au centre de gravité du corps attirant, et faisons 
passer l’axe des x par le point attiré. Soient x, y , z les 
coordonnées, d’une molécule quelconque dm du corps, 
a. la distance de la molécule attirée- dm h l’origine; les 
trois composantes de l’attraction de dm seront 

/"(.r t- a \dmdm', fydm dm', fzdiijdin'. 
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Si l’on fait la somme de e.cs valeurs élémentaires , en pré- . 
nant pour dm successivement tous les éléments du corps, 
etque l’on observe que, d’après les propriétés du centre de 
gravité, on a * 


' 2 xdm 3 o, lyd/n — o, ï zdm — o, 

on trouvera que les composantes de l’attraction totale, 
parallèles aux axes des z et des r, sont nulles; et que la 
troisième, qui est la résultante, a pour valeur — /Marfm', 

M désignant la masse totale du corps, ou,du système quel- 
conque de points attirants. D’où l’on conclut que, dans- - ' 
la loi supposée , l’attraction d’un système quelconque de 
points sur un point situe d’une manière quelconque est 
la même que si tonte la masse attirante était réunie en \ 
Soit centre de gravité. 

Si maintenant on considère l’action mutuelle de deux 
corps quelconques, un raisonnement analogue à celui qui 
a été fait précédemment pour deux sphères démontrera 
qu elle est la même que si la masse de chacun des corps 
était réunie en son centre de gravité! 


Calcul de I attraction d'un corps quelconque sur un 
point matériel. 

.129. Nous allons maintenant envisager la question 
d’une manière plus générale et supposer d’attraction de 
-deux éléments proportionnelle à leur masse, et à une 
fonction quelconque de lctxr distance r. Considérons un 
corps de figure quelconque dont la densité, variable 
d'un point à un autre, soit représentée par p, et cherchons, 
les trois composantes de son action sur un point matériel 
dont la masse est p, et dont les coordonnées sont «; 6 , y. 
L’élément de. volume dxdydz dn corps aura pour niasse 
pdxdydz , et son action sur p sera exprimée par 
po dx dy dz-V (/■) , si. l’on désigne par f'(r) l’action mu- - 


\ 
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tue] If du lieux unités de masse à une distance /' l'uno de 
l'autre. I.es composantes X, Y, Z de. l’attraction du corps 
entier parallèlement aux axes de coordonnées seront 

X = f j' f ~)F(r)dc,ly ( /z, - . 

Y = u j' j Ç p — - — - J F (r) djc dydi , 

Z = f* j' f f 'P {r)dxifytlz, > 

et l’on aura 

“)’ + G — 6) T (s — 7)’ = ^ 

• ' * * * . _ t ' 

11 suffirait de les changer de signe pour passer au cas de la 
répulsion. Ces intégrales, qui s’étendent à la masse en- 
tière du corps, peuvent se réduire à une seule. En effet , 
en diflerentiant partiellement r par rapporta a, o, y, on. 
obtient 

dr _ _ (x — â) r/r (j~ r- 6) <lr~ _ . _ (z — y) 

f/« /• f/S /• i/y ■ r 

Soit maintenant tp(r) la fonction dont la dérivée, par - , . 
rapport à rÿ est F (r) ; posons 

fJJ p ? (r) dx dy dz — TJ, 

et différentions les deux membres de Cette équation pat- 
rapport à a, È, y; il suffira de différentiel- sous le signe J 
si <f(r) ne passe pas par l’infini ; et l'on trouvera ainsi les 
formules suivantes 






Tout dépend doive (le la seule intégrale.U. 

11 est bon de remarquer que si . dans le cas, par exem- 
ple, d’un solide indéfini, l'intégrale IJ prenait une valent 
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.infinie, niais que les dérivées partielles désignées par 

tl XJ tlV J f/U . . . / > i i 

—, — lussent Innés, les valeurs precedentes de 
t/y. f/5 t/y " ' 

X , Y, Z n’en seraient pas moins exactes. En effet, prenons 
d’abord, une portion (inie du solide; les composantes de 
son attraction auront pour valeurs les produits de — y. 
par les dérivées partielles de la fonction finie [J. Suppo- 
sons maintenant que l’on étende infiniment la partie, 
considérée du solide, les composantes de l’action seront 
toujours • 

rfli ' • </U f/U 

- (1 X’ ~ “ f/y’ 

soit que IJ croisse ou non sans limite. Donc, si ces trois 
expressions ont des limites, ce seront les composantes de 
l’attraction du solide indéfini. Et, si elles croissent indéfi- 
niment, on en conclura que l’attraction croit sans limite 
à mesure que l’on considère une plus grande partie du 
corps; c’est ce que 1 on exprime en disant que 1 attraction 
du solide est infinie. 

Ainsi, il Suffira, toujours de connaître les dérivées qui 
entrent dans l’expression des composantes X , Y, Z sans 
s’inquiéter si la fonction U elle-même est finie ou infinie. 
Un raisonnerait d’une manière analogue si U était infini, 
sans que le solide le fût. 

1ÎÎU. Dans le cas où l’attraction est en raison inverse do 
carré de la distance, 

F ( r ! — - -•/- 


et faisant, dans ce cas. 


îsm 


* = p>.x 
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Si le point attiré fait partie du corps , la fonction f(r) - 
passe par l'infini; mais ces formules subsistent toujours. ■ v 
En effet , elles n’o tirent aucune difficulté , si on les applique 
à tout le corps, moins une sphère infiniment petite qui ren- 
ferme le point attire. Or, V a une limite, quand cette • 
sphère tend vers zéro ; car l’élément de volume exprimé 
en coordonnées polaires ayant pour origine le point attiré, \ ; 

a pour expression r'dr smQdQdty’, or, si l’on divise par v 
et qu’on intègre dans l’étendue de la sphèrede rayon infi- 
niment petit, on aura une quantité infiniment petite du _ _ 
second ordre. 11 suit de là que la fonction V étendue ati 
corps entier est fiuie, et par suite scs dérivées par rap- 
port aux indéterminées «, ê, y, le sont aussi. O11 voit de 
mèmequeX, Y, Z ojit auSsi dès limites*, d’ailleurs, quand • 1 

lés deux membres d’une équation ont des limites, ces ... ['■ 
limites sont égales : donc, les formules qui donnent X, à , Z 
sont encore exactes quand on considère., le corps entier 
dont le point fait partie. . - . • . 

131 . L’attraction sur le point a, 0,7, estimée suivant la .. 

direction du vecteur r mené de l’origine à ce point , a 
pour expression * 

X ; - 1 _Y r +Z r - ' r + r) 

Mais en considérant U connue fonction de 6 , y, et «tes 

coordonnées comme fonction de r et de deux angles 0, ifs, ? 

on a v •. 

\ V . /fU f/U a f/U6 

, , . dr d<x r dïy r dy r 

Cil observant que les dérivées partielles de a, o, y par rap- 

a e 7 ' ■ - ' 

; port à r sont respectivement -» ... . 

Donc la composante de l’attraction .suivant' le rayon vec- 
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leur <\s| — u y - 1rs <lm\ aulrrs < om posa ntrs rlanl sup- 
posées dans le plan perpendiculaire à ee rayon. Dans le 


v-- y - 


>1 


r - . fjy 

ras de F(r) = cette, expression devient p./ — . 


m v^i 

■ 

j -V r-» i- 


1 y*. ' 


.■ m 

% 

, • ■ À - ' 

W-l 

••r 

S*iâ 


132. Pour donner une application de ces formules dans 

f ‘ 

' le cas de F(r) = ~ > considérons une sphère creuse pour 

laquelle fi soit une "fonction quelconque de la distance 
au centre. Prenons pour axe des x la droite qui joint le 
centre au point attiré, et qui est évideirtment la'directîon ' • 
de la résultante des attractions. Désignons par a et A les , ’’.i 

■\ rayons des deux surfaces qui terminent, le solide , par u 

' le rayon intérieur d’une couche sphérique ayant pour 
épaisseur du, et par 0 l’angle d’un rayon'quelconqueavec 
l’axe des x. 

La valeur de Y aura pour expression 

?pttVrtsinflr/9 


V — 2jr 


» lu 

v /d 

.« _ * • ,+m 

5 

■ • V 


L’intégration par rapport à 0 étant ellcctuéc entre o et rr , 
donnera la partie de V correspondante à la couche dont 
l’épaisseur est du ; en intégrant ensuite lé résultat par' 
rapport à u entre les limites a et A, on aura la valeur 
totale de Y. Or on a . 


d’où 


r 1 = u 1 — 2 ait cos S+«’; 

**. .**"’*- ' X» • '-H! 

nlr=± ait si u 9r/G , 






): 


et par suite 

Aifpr^ . a 

À * T'-'S'ÿ’ 


- : .*>■: * - • ;; -, •*., % / 
-W/'. •* ;/ ' .V. * 

■ v fjpuduàr: '-■ 




t . 
• -v* 


•r -» 


• Quant atix limites de /• correspondantes à 0=o et 0=;:, 
il faut distinguer le cas où le point attiré es.t extérieur au .'t * • ’ -i 

solide, decelui où il est intérieur. •' .v 


m. 


; S 


r 

'&■* J ' 




- . -s ï ’i} i?wÊ 

r ’ : 

**■./' ' • ;;; v ' :* * y;; .. ' : • V ■ • • • • 

• i • * yv .*■ - , * # <r ' »• .• •*. • v * ' » • *• ^ ' 

t . . • ï y • ^ * • 
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i°. Si le point attiré est extérieur au Soliile, on âttra 
a \~> A, et par conséquent a > u pour toiites les eouclies 
que l’on a à considérer .‘On a alors , , , 

4 „ p* 

ftlr et V.=x%-< ! fiirtht. • 

Si I on désigne par M la masse du eorps, on aura 

‘ ' •• ’ - . ‘ , ê 

/|7r I pu , /lll — M ; . 


I - V p/M 

cl ou - X — — * - 


L’ attraction est donc la même que si toute la matière 
du corps était réunie à sou centre. 

2 °. Si le point attiré est dans l’intérieur de la plus 
petite surface, on a a. < a, et par conséquent « // dans * 

toute l’étendue des valeurs de u. On a donc alors 

fdr — 'Xct et V = 4* fpudu. 

' - ■ « 7 ' ■ ’ - * . ■ » ' " - ' _ . . 

Celte quantité étant indépendante de a , on aura 

rfV 

=o et par suite \—u. 
ila - , 

V ' . » . ’ c . 

On voit donc que dans cette même loi d’attraction , le 
solide n exercera aucune attraction sur un point situé 
dans l'intérieur de sa plus petite surface. 

On conclut de là que l’action sur un point qui ferait 
partie du même solide se réduirait à celle qu’exercera il la 
partie comprise entre la sphère de rayon a et celle qui 
passerait par le point attiré, il faudrait donc supposer la 
matière qui compose celte partie, réunie au centre, et 
et agissant sur le point, suivant la loi donnée. 

S’il s’agjt , par exemple, de.l’aeliou d'une sphère pleine, 
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homogène-, sur un point île son intérieur, situé à une dis- 
tance a du centre, on devra prendre M = ‘ tt px'\ et l’at- 
traction a pour valeur ^ itpjjxa. Elle est donc directe- 
ment proportionnelle à la distance au centre. 

433. Action d’un corps quelconque sur un point très- • 
éloigné. — Si l'on considère l’action d’un corps de forme 
et de densité quelconques, sur un point dont les distances 
à tous les points de ce corps soient très-grandes par rap- 
port à ses dimensions, on arrive à un résultat remar- 
quable que nous allons faire connaître. 

Supposons l'attraction en raison inverse du carré de la . 
distance, et calculons la fonction V. Pour cela, prenons 
le centre de gravité du corps pour origine, et faisons, 
d’abord passer -Taxe des x par le point attiré. 

Soient 0 la distance deces deux points, u le rayon vec- 
teur d’un point quelconque du. corps, dm sa masse, x son 
abscisse, p la masse du point attiré; la distance de ce der- 
nier point à un point quelconque du corps sera 

• r. 

qs 1 — 2(îx 

,, , . i ■ 

et I on aura par conséquent 

*■ - J. 

» _ J. | * - / 2iT il 7 \ * 

c=2itm(§ 7 — zSx + id) ‘=-2e///i[l y 4^1 ■ -• 

Si l’on développe la puissance du trinôme, soit par la for- 
mule de Lagrange, soit par celle du binôme, on aura 

une série ordonnée suivant les puissances croissantes de ^ , 

et d’autant plus convergente que sera plus petit, et l’on 

trouvera ainsi , en représentant par M la masse totale des 
corps attirants., en observant que Exdm est nul, puisque 
l’origine est le centre de gravité du système, 

M i - 

V — -H 2 (3.r ; — u‘)dm -f- etc. 
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On peut donc se borner à prendre V = y eu négligeant ~ 

par rapport à ÿ En considérant maintenant un système 

quelconque d’axes passant toujours par le centre de gra- 
vité, et désignant para, S, y les coordonnées du point 
attiré, on aura- ,, , 

Les trois composantes de l’attraction seront donc respecti- 
vement • - ’■ 

«. . . ' -, (i/Ma u/m . fi/ My ■ 

F" 7 '’ ~ ~s r ~ i / 

, , .... * « * . 

tl’où l’on voit que leur résultante passe par l’origine qui 
est le centre de gravité de la masse attirante, et qu’elle a 
la même valeur que si .toute la masse était réunie en ce 
point. Ce résultat, qui n’est qu’approché pour un corps 
quelconque, est tout à lait exact dans- le cas de la sphère, 
quelle que soit la distance du point attiré, pourvu qu’il soit 
en dehors de la sphère. Dans ce cas, l’iutégratiou ferait 
disparaître tous les termes, excepté le premier de la série. 

Le calcul précédent a été fait d’après une loi particu- 
lière: on verra facilement que le résultat serait le même 
dans le cas où l’attraction- varierait en raison inverse de 
toute autre puissance de la distance, et même suivant des 
lois plus compliquées. ■ . i 

Action d’une couche elliptique sur un point intérieur . 

134. La proposition que nous avons démontrée relati- 
vement à l’action d’une couche sphérique sur un point 
intérieur, peut se démontrer géométriquement dans le cas 
plus général du solide compris entre deux pllipsoïdes sem- 
blables ayant leurs axes coïncidents. 
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En effet, supposons d’abord le solide homogène; soient 
: M (ftg. 4 2 ) le point attiré, et fi sa masse. Considérons-le 
comme sommet d’une infinité, d’anglés solides qui com- 
posent tout l’espare autour de lui ,*et cherchons la résul- 
tante de l’action des deux parties comprises dans un quel- 
' conque de ces angles et son opposé au sommet. Soit DCAB 
une des arêtes de cet angle; on aura AB == CD par la simi- 
litude des deux ellipsoïdes. Si nous désignons par œ la 
mesure de l’angle solide , nous pourrons décomposer le 
solide AB en éléments dont les épaisseurs PQ formeront 
la droite AB, et dont l’expression sera v>r*dr-, multipliant 

par i on aura l’attraction que cet élément exerce sur 

le point M; on trouve ainsi pfpuidr, et la somme pfpos. AB 
exprimera l’attraotion de la matière contenue dans AB. 
On trouvera de même pfp-'ù- CD pour l’attraction de 
la matière contenue dans la partie CD ; et comme les 
droites AB et CD sont égales, ces attractions seront 
égalés gt par conséquent se détruiront. Donc , comme iL 
en sera ainsi pour tous les angles solides autour de M,. 

. le solide homogène compris entre deux ellipsoïdes sem- 
blables quelconques n exerce aucune attraction sur un 
point situé dans riutérieur de sa plus petite surf ace . 

Cette proposition , étant indépendante de l’épaisseur, a ’ 
lieu aussi pour une couche infiniment mince. Donc elle 
est encore vraie pour un solide d’une épaisseur quel- 
conque composé de couches homogènes comprises entre 
des ellipsoïdes semblables , et dont la nature varie d’une 
manière quelconque de l’une à l’autre. 

135. Surfaces de niveau. — On appelle ainsi celles sur 
lesquelles un point matériel posé resterait en équilibre 
sôus l’influence des forces du système. 

Considérons donc un corps quelconque qui attire un 
point suivant une loi quelconque; on aura, d’après ce qui 
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f/U 


f/U 


X=- F — , Y=— p — , Z = -p 


f/8 


£U 

f/y 


pour que la résultante soit perpendiculaire à la surface 
sur laquelle le point peut se mouvoir, il faut qu’ou ait 
pour tous les déplacements sur cette surface , 

Xf/a -+- Yf/6 -t- Zf/y = o , 
ou 

f/U , f/U f/U , 

• rfa -f- fîoH — — f/y — o , 

•fia f/6 f/y 

ce qui prouve que U est constant. L’équation des surfaces 
de niveau relatives à l’attraétion ou à la répulsion du 
corps est donc 

U = Cf >' 

c désignant une constante arbitraire. ‘ . . > 

. Quand l’attraction est en raison inverse du carré de la 
distance, cette équation devient V = r. 

\ 36. La fonction V jouit d’une propriété remarquable , 
qui est d’une grande utilité pour la détermination de sa 
•valeur. . 

, D’après, la valeur de r, on a 


f il 

r 

doL 


r _ 3 (x — af 
fia 1 r s 

A r _ 3(z — _y) : 


f /^ 

r 


P’ 


•— ’ 

f V- 

r 

ItV 


f/y 

3 (y-#)' 

r» 


’ _ z .— 7 




I 

’r» 


d’où l’on conclut 


f/’ - 

r. 

f /?” 


d 1 - d 1 - 
r r 
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Mais, puisque l’on a V= J' f f ~ ’ étant L’élé- 
ment de volume, et que, pour dilléi'entier une intégrale 
par rapport à des quantités considérées çomme constantes 
dans l’intégration, et qui n’entrent pas dans les limites 
de cette intégrale , il suffit de différentier sous le sjgne j *, 
on aura 

ïff S>** 

pourvu, toutefois, que la fonction - ne devienne inlinic. 

pour aucune valeur comprise dans les limites de l’intégra-, 
taon; car on sait que, dans cç cas, la dilférentiation sous 
le signe f peut donner des résultats inexacts. 

Doue, si le .point a, S, y ne fait pas partie du corps attir 
tant, on aura 

* rf’V </’V rf’V ' 

«S? + "5F + 7^7 - ° 

Si le point fait partie du corps, ou concevra une sphère 
infiniment petite dans l’intérieur de laquelle il sera com- 
pris; la fonction V, considérée pour tout le reste du corps, 
satisfera à l’équation ci-dcssus. 

Soit p là densité du corps au point attiré, ce sera aussi 
celle dé la petite sphère. Les composantes de l’attraction 
de la sphère Sur ce point, <pii est dans son intérieur, seront 
donc respectivement 


— 3 »p/p 


4 


| -p/p ( g — b ) > 


1 7r p/p(7 — c )y 


a , /), c étant les coordonnées du centre de la petite 


. y 
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sphère; on aura dont, en appelant V' la partie ;de V qui 
se rapporte à cette sphère , ' 


' d’où * 


>dV .4 • 

_ = -- 7 p(a- U ), 

rl\' 4 . 

^^ -3 -P, (7 ~c)i 


d‘ V* 

jlU‘ 


d 7 V' 


ï=-W-*>: 


rf , V’ • . 


et, par conséquent, 

<'V ,/ ! V 

âfe 7 ùft 




<7’V 


= — 45 p. 


la valeur de p se rapportant ait point attiré. 

Nous allons montrer par quelques exemples très-sim- 
ples comment les équations ( 1 ) et ( 2 ) peuvent servir à 
déterminer la fonction V dont se déduisent-les trois com- 
posantes de l’attraction . 

137. Application à la sphère. — La sphère étant sup- . 
posée formée de couchés homogènes, V sera fonction de la 
distance r du centré de la sphère au point attiré; la ré- 
sultante de l’attraction sera dirigée suivant la droite qui 

joint ces deux points, et représentée par 
L’équatipn r* = a* H- ë* 4- y* donnera 

dr a. dr 6 dr y 

A* r ’ fit r' dy r 

et l’on aura par suite . • ' _ . • 


d 7 X 

_o. 7 d ÏV 

idX 

— - , 

x'dX 

dx 7 

r'dr 7 ^ 

r dr 

• r’dr 

tl'X 

__d'd 7 X 

idX 

6’ d\ 

w 

^r 7 dr 7 

"1 

r 7 dr 

A 7 V 

■) 7 d 1 \ 

tdV 

y 7 dX 

r/y J 

r 7 dr 7 

^ r dr 

r 3 - dr. 
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•çt ajoutant ces trois dernières équations , on aura , eu sup- 
posant d’abord le point hors de la sphère, 


d'\ 

tir * 


2d\ 

- — =o. 
r tir 


ta fonction V tlépend donc alors d une équation qui ne 
renferme pas de différentielles partielles. En la multipliant 

d\ 

par /•’, son premier membre devient la dérivée de r’ — ■ 

On aura donc, en désignant jur c une constante arbi- 
traire-, ' 

'll-L. ■ 

, dr~ r\ ' 

. ' • ’ • V 'J t 

• Supposons d’abord que la sphère soit creuse et que le 
point soit -dans l’intérieur de la plus petite surface dont 
nous désignerons le rayon par R,. L’attraction devaut 
évidemment être nulle pour v — o, il ‘faut qu’on ait 

* dV 

■ ■ c = o et par suite -j-=o. _ 

Doue les composantes de l’attraction sont toujours n.iiles, 
elle point est en équilibre, quelque position quil occupe 
dans la partie vide de la sphère. Supposons, en second 
lieu, que le point fasse partie de la masse de la sphère^ 

on a . * ' 

*; d\ ?.rfV 

’ 

p étant une fonction donnée de r. 

'Multipliant par r* et intégrant à partir de R,, il vient, 

• dV 

en observant que — étant nul pour tous les points de l’in^ 
térieur, l’est aussi «à la limite R,, . *. 


I 84 ' «OURS UK- «fecAM^Ui. 

T • * — ‘ * • ** 

°-I far'pdr est la masse comprise entre celte surface. 

et la sphère qui paàse par le point attiré. Si ou la désigne 
par M', on aura 


rfV 

dr 


M' 
r* ' 


La valeur absolue de I attraction sera donc — v - ; elle est 


la même que si -la masse M agissait seule et était réunit' 
au centre. 

Si le point «attiré est sur la surface extérieure ayant 
pour rayon R , on aura, en désignant par M la masse totale 
de la sphère creuse , 


UX 


M 

K'’ 


et 1 attraction exercée sur le point aura pour expression 

, ff/M- • . ' ‘ 

R' 

Enfin, considérons un point extérieur à la sphère, 
c'est-à-dire pour lequel On aitr>R, on aura, comme 
dans le premier cas, 

■ ‘ dV _ r . - 

• • ~dr~ r* " . 

mais, à cause de la discontinuité provenant des points de 
la masse, la constante c n’est pas assujettie à avoir la 
même valeur que pour les points intérieurs. Pour la déter- 
miner, on fera r — R et l’on devra trouver, d’après lé cas 
précédent , 1 * 

rfV - , M ' • 

—r — — — : donc c — — M, 

dr R ! ’ 

et 1 on aura pour tous les points extérieurs 

dX _ M • , . 

dr * r}. 
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• I. aUra('liou aura donc pour expression 

• * * • r'*' • r . 

. . /** ’ 
i • . * 

et l'on, en Conclut ce théorème : 

f ne sphère creuse cortipbsée de. couches concentriques 
homogènes exerce sur les points extérieurs la méffie 
■ action que si 'toute sa masse était, réunie à son centre. 

138. Application au cylindre' indéfini. — Considé- • 
ions maintenant un cylindre creux indéfini composé de 
couches homogènes dont la densité n’est fonction que 
de la distance à l’axe de ce cylindre, que nous pren- 
drons pour axe des 2 ; son action sur un point quelconque 
sera dirigée vers le point où l’axe est coupé par un plan 
perpendiculaire, inené par le point attiré- Nous pren- 
drons ce point de J’axe pour origine, et nous désignerons- 
par r sâdistancé au point attiré ; l’attraction ne dépendra . 
que de r, et' son' expression sera 


f*/ 


dV 

tir 


Or, pour les points qui ue font pas partie de la masse 
du cylindrcjfcan aura, en observant que \ est indépendant 
de y, V V 

v J’V _ 

. • da} ifê! . 

.. . - > 'lu' - '• 

d’où " * . . . * 

. d‘X rdX ■ . 

' ~id-+r Tr T. . 


"Multipliant par r, on a. 


ii { r S) - 
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dV _ C * 
dr ~~ r’ 


c étant uno -constante arbitraire. 

Mais remarquons, comme dans le cas d une splièré 
creuse, -que les points extérieurs et les points intérieurs à 
la couche cylindrique étant séparés par ceux de la masse 
de cette couche, pour lesquels les circonstances sont dif- 
férentes, il n’y" a pas 'continuité en passant des valeurs 
de r plus grandes que le rayon de la surface extérieure du 
cylindre aux valeurs de r plus, petites que le- rayon de la 
surface intérieure. . . ' '>.-•* 

. Pour les points de l’intérieur de cette surface, la valeur . 
de c est invariable;. or, elle est évidemment nulle pour 
r == o; donc on a, pour tous les points de l’intérieur, 

. rfv ■ • 

. : • . ~r = o- ' • . • i . 

- • • • . clr. - ,* 

D’où l’on conclut qu’un cylindre d'eux indéfini, com- 
posé de couches concentriques homogènes, n exerce au- 
cune action sur un point siCué dans l’intérieur de sa-sur- 
' Jace interne. .•* . ' •’ • . 

On démontrerait directement cette proposition de la 
même manière que pour l’ellipsoïde creux. 


Cherchons maintenant la valeur de 


dV 


j pour les points 

.' appartenant à la masse du cylindre; pour ccs points, _ 

cm a ' • . • . ' - . 

d}\ “\ dV ’ 

dT\?7Tr . 

et I on trouve par l’intégration, en désignant par R, le 
rayon clc la surface intérieure, • 


dV 

Tr 


1 p r - 

* = *Tlir / f rdr. 
. .-VH, 
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Il n y à pas de constante à ajouter, parce 'que — • est nul 

.pour r= R t , puisqu il l’est- pour tous les points de l'inté- 
rieur de la surface dtfnt le rayon est R,. En faisant r •*= R, 
oiiobtieiit • v . t 

’ Ç=-1r fV 

dr R J R , 

Pour les points extérieurs on doit avoir 


<l\ 

dr 


£ 

R’ 


Faisant r — R , 011 trouve, en vertu de l'équation précé- 
dente, ... - ■ . . ' . 

G.— — 4 JT. I p rdr. 

'<*. ’ • «/R-, 

La constante étaut ainsi déterminée*, 011 aura pour toutes 
les valeurs de r plus grandes que R , .. * . 

' dV C 

dr r 

et l'attraction du cylindre aura pour expression 

' i ' 

•. |c /L 1 ; . 


On voit qu’elle varie en raison inverse.de la distafnce diu 
point à l’axe du cylindre. 

■ • •. . . . .. • 

Attraction des ellipsoïdes. \ 

- 139 . Pour connaître les trois composantes de l'attrac- 

tion d’un ellipsoïde homogène sur un point , on décompo- 
sera ce corps ch couches infiniment peu épaisses, par üpe 
série de Surfaces semblables à celle qui le termine ; on 
cherchera les composantes de f attraction d’une quclcon- 
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que de ces couches, en ‘fonction <lu- paramètre qui 4éter* 
mine une dos surfaces de cette couche, et de son épais-, ■ 
seur; puis on intégrera ces trois expressions diflëcenüclles- 
en faisant varier lé paramètre entre les limites cor- 
, respondantes aux surfaces extrêmes que J 'on doit consi- 
dérer, • . ' i • ‘ ‘ ■■■ 

Si l’ellipsoïde est pleiu . les surfaces limites seront celle <■ 
de cet ellipsoïde , et son centre. 

Si le solide attirant est compris entre les surfaces de 
deux ellipsoïdes semblables, ces surfaces seront les deux' 
limites. 

Mais si le.point attiré se trouvait dans l'intérieur du 
solide, il serait inutile de considérer la partie située au- 
delà de la surface d'un ellipsoïde semblable passant par ce 
•point, parce que l’on sait que son'actiou est nulle. 

On voit donc que , dans tous les cas , la question revient 
il calculer les trois composantes de l’attraction d’une 
couche comprise entre deux ellipsoïdes semblables et 
infiniment rapprochés, sur Un point situé en dehors de . 
cette couche , ou sur sa surf ace. , 

INous commencerons par établir quelques propositions 
qui ramènent ce problème au cas où le point attiré est 
situé sur la surface extérieure de la couche. Ces proposi- 
tions et les calculs qui suivent sont tirés des Mémoires de 
M. Clvasles. •* , • . ■" . 


Comparaison de l action de deux couches homofocqfes 
sur Un même point extérieur. 

1 Considérons une.coucho homogène comprise entre 
' deux ellipsoïdes semblables, infînirnent rapprochés. Les • 
composantes de son action.sur un point extérieur M dont- 
les coordonnées sont .r, y, z , sont proportionnelles aux dé- 
rivées, partielles par rapport à -.r., d une fonction V qui 
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exprime la soYrimc des masses des éléments de la couche, 
divisées par leurs distances au point M. 

Considérons, en second lieu, une couche homogène 
d’une densité quelconque , comprise entre deux ellipsoïdes 
semblables entre eux, dont l’extérieur passe par M, et 
qui soient respectivement homofocaux avec ceux qui' ter- 
minent la première couche; ces deux ellipsoïdes seront 
complètement déterminés, et les axes de même direction 
seront dans le même rapport dans les deux systèmes. , 

Désignons généralement par points correspondants sur- 
les surfaces de deux ellipsoïdes quelconques, c#ux dont lesi 
coordonnées sont respectivement entre elles comme les 
axes qui leur sont parallèles. Il est facile de reedhnaitre 
que, quand ces ellipsoïdes sont homofocaux, la distance 
d’un, point quelconque de l’un à un point quelconque de. 
l’autre est égale à la distance des points respectivement 
correspondants. 

Cette proposition se déduit immédiatement des deux 
suivantes, dont 'la démonstration est trop facile pour que' 
nous la rapportions': ... 

1°. la différence des .carrés des distances du centre 
a deux points correspondants de deux ellipsoïdes ho- 
mofocatix est constante ; , . 

2 1 ’. In produit de deux rayons quelconques , pris res- 
pectivement dans les deux ellipsoïdes , par le cosinus de 
leur angle, est le meme, que pour les rayons menés aux ' 
points correspondants. 

La somme des carrés de ces rayons est aussi la même 
départ et d’autre, en vertu de la première proposition. 
D’où résulte le théorème en question. 

On voit facilement aussi que si l’on considère les deux 
couches hom'ofocales dont il a été déjà parlé, tout point 
pris dans l’épaisseur de l’une a son correspondant dans 
l’autre; 'et detix portions terminées à des surfaces dont* 
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tous les points sont correspondants dans les deux ro.Uches, 
sont proportionnelles aux produits des trois coordonnées 
dt?s points correspondants, ou aux produits des axes des 
ellipsoïdes intérieurs ou extérieurs, et par suite aux vo- 
lumes des deux couches; car on peut décomposer ces 
deux volumes en parallélipipèdcs infiniment petits Ayant • 
leurs arêtes parallèles aux axes, et leurs sommets en 
des points correspondants. Les arêtes de ces parallélî- 
pipèdes seront proportionnelles anx axes parallèles ; les 
Volumes seront donc proportionnels aux produits des trois 
axes respectifs, et par conséquent, leurs sommes ou les 
deux volumes en question le seront aussi comme nous 
l'avonsrannoncé. _/ .• 

Cela posé, partageons le *ol\tmü delà couche proposée 
en éléments infiniment petits., et divisons la masse de cha- 
cun d'eux par la distance au point M. L’un quelconque 
de ses points que l’on pourra choisir surla surface même 
de l’ellipsoïde passant en M', Vu l’épaisseur infiniment 
petite de la couche, nous aurons ainsi tous les éléments 
de l'intégrale Y V Partageons ensuite le volumede la seconde 
en éléments correspondants, et divisons la masse de cha- 
cun par la distànce au point M' correspondant de M sur 
la surface extérieure de la couche donnée. Deux éléments 
correspondants étant entre eux comme les couches en- 
tières, et leurs distances aux points correspondants M, M' 
."étant égales , les deux sommes ou les deux fonctions V 
seront aussi entre elles comme les masses des deux cou- 
ches. Or, la fonction V, qui se rapporte à la couche passant 
par M, est constante pour tous les points de son intérieur, 
et par conséquent pour tous ceux de la surface extérieure 
delà couche passant par M': donc aussi la fonction Y sera 
constante pour la couche proposée , quelque position que 
I on donne au point M sur, l’ellipsoïde homoforal passant 
pai M. Donc la rcsidtanfe de V attraction de lu couche 
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proposée sur le. point M est normale à l ellipsoïde ho- 
mofocal passant par ce point. 

ftous pouvons maintenant comparer les actions exercées 
sur le point M par la première douche , et une autre dont 
les deux surfaces' semblables seraient homofocales à celles 
de la première, et seraient comprises entre elles et celle 
qui passe par M. En elfet,. les fonctions V qu’elles fourni- 
raient relativement au point M, étant divisées par leurs 
masses respectives, donnent. le même résultat, d’après ce 
qui a été dit précédemment. D’où il suit que les dérivées 
partielles de ces deux fonctions sont, comme elles-mêmes , 
dans le rapport des masses des deux couches; et par con 
séquent les résultantes des attractions de ces deux coiic 
cites sur un meme point extérieur sont de même direc- 
tion , et proportionnelles à leurs masses (*). 

Enfin cette proposition nous conduit à la réduction qite • 
nous avions annoncée. En elfet, nous pouvons supposer’ 
(pie la couche dont nous venons tic comparer l’action à 
celle de la proposée, vienne se confondre avec celle dont 
la surface extérieure passe par le point M. Ces deux ac- 
tions étant de même sens , et proportionnelles aux masses 
des deux couches , J’une d’elles détermine l’autre. D’où V. 
l’on voit que i pour connaître l’action d’.ufte couche sur un 
point extérieur, il suffit de' calculer celle qu exerce sur ce . . 
meme point une couche homofocale et de même matièyc, , 
dont l'a surface extérieure passera par ce point, et de - 
la multiplier par le rapport . du. volume de la prendre 
h celui de la seconde, . sans rien changer à sa direct ùm . 


(*) Cctto propos!) ion conduit facilement, comme l'a montré M. Chasles, 
et comme nous le ferons voir bieutèl, au célèbre théorème «le Maclau- * 
■fin , par lequel o« ramène le calcul dç l’attraction d’un ellipsoïde homo- 
gène sur un point extérieur à celui d’un'autre ellipsoïde sur un point de 
sa surface; problème plus' facile’ et qu’on a su résoudre' longtemps avant . 
i’aulro. ■ . ". * . _ . 
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Chlcul-de l'action d û ne touche êllijitique sur un - 
point de $a surface. 

’ . ' f • ’ *. , 4 ‘ * . * . 

1-41. Soit M un point quelconque de la surface exté-'. 

ricurc d’une couche' homogène, comprise entre deux 
ellipsoïdes semblables et infiniment rapprochés. L’attrac- 
tion de cette couche sur ce point sera dirigée suivant la 
normale MiN à l'ellipsoïde extérieur ; de sorte qu'on 
pourra remplacer chaque action élémentaire par sa eom- 
' posante, suivant, MN. 

Considérons le point M comme sommet d’une infinité 
(Langles solides, composant 1 espace situé d’un même côté 
du plan tangent. . 

Soient iha l’un quelconque de ces angles, et MM' la direc- 
, don d’une de ses arêtes; on peut décomposer la partie de 
la couche qu’il renferme en éléments dont le volume 
aura pour expression r.^drdo), r étant leur distance au 
point M. Multipliant par la densité p, par la force attrac- 
rivc J de deux unités de masse, situées à l’unité de dis- 
tance, pSr la masse p‘ du point supposé eh M,. et divi- 
sant par le carré de la distance, on aura l’attraction de 
l’élément de la* couche sur la massé p; son express ion 
sera ~ v „ ■. 

* - o J p drdw ; 

■s % v ** » ^ ’ 

intégrant de M à P, on aura 

s* pffi^jlPdu - 4 . 

intégrant ensuite de P' à M', on trouvera. 

♦ p/pM'P'dw. 

Or, M'F = MP, puisque les deux ellipsoïdes sont sem- 
blables; donc l’attraction dé la partie comprise dans l’an- 
gle d'ù se réduira à . . 

- • V ip f pMPz/w. • I 
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Multipliant cette force par cos PM K ,-on aura sa compo- . 
* santé suivant. la normale, et l’on obtiendra ainsi , en obser- 

vant que MP cosPMK = MK, 

■ ' • 

•; •• . ? 



Cotte expression n'est exacte qu’en supposant l are Pk 
infiniment petit, comme cela a-lieu ici, puisque MK est 
infiniment petit. . 

. L’angle extrême KMP est droit , parce que PK est un 
infiniment petit d’un ordre moins élevé que MK ; de sorte 
. que, si l’on fait la somme de toutes les expressions sem- 
blables, pour tous les éléments on aura , pour l'action 

de la couche entière, 

*■ • • 

% . 
t • * 

« • 

. ... 

% 

• * t 

Au lieu de J’épaisseur MK de la couche au point M, il 
vaut mieux introduire la différence des demi-grands axes 
ne t « -H da des deux surfaces. 


MK QO ,, . ■ Ml 

°r, on a ^ ou MK = QO 

.* - . 

„ , MI' MI da ., . .. 

et 1 on peut remplacer — - par — ou — • Donc 1 action de 
. ‘ MO 1 10 « 

la couche aura pour expression 

» « 

. . da . ' 

■■ ■ 4 ir p/f* p ' - 

» 

- ** 

P étant la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan 
tangent en M. 

Les composantes de cette action, parallèlement aux 
axes positifs des x, y, z , s’obtiendront en la multipliant 
par les cosinus des angles que forme avec ces axes la direc- 
tion intérieure de la normale. Désignant par a, b , c lès 
demi-axes de l’ellipsoïde, et, par ,r, -ÿi'.z les coordonnées 
/ ' i r * année .■ _ * ■ lï 


, ’ï, * 
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de M , u es cosinus olit pour valeurs 

— Px — Pj P* 


n r ï 


b' ' 


Les trojs composantes auront donc respectivement pour 

• # - • m 

expressions • „ 


4*p/f* 


P 'xda 


P 'yda 

4^/f* 


4^p/> 


P’z/èi 


ac 


Z la valeur'de P ! étant 


P ! = 


r J z 1 

_ _1_ ■£_ _ 

n 1 i‘ c' 


da db 


de 


1) «« uo «« 

On peut observer que, d apres les égalités — — — — . 

les expressions des deux dernières composantes se dédui- ’ 
raient de la première en changeant x et a en y et b, ou 
en z et c. 

Calcul des composantes de C attraction (Cuti ellipsoïde 
sur un point extérieur. 

142. Soient A, B, C les derai-axes d’un ellipsoïde ho- 
mogène, A étant le plus petit, et posons 


B> — A’ 


= V 


= x*. 


Désignons. par «, ê, y les coordonnées d’un point exté- 
rieur; il s J agit de calculer les composantes X , Y, Z de l’at- 
traction de l’ellipsoïde sur cè point , auquel nous suppo- 
sons l’unité de masse. 

Décomposons ce corps en couches infiniment peu épais- 
ses , par des ellipsoïdes semblables. Soient a et a — da les 
demi-axes des .r dés deux surfaces qui terminent une rou- 


• V .V 

.V*- 


Digitized by 


• .* PREMIÈRE ANNÉE- : — STATIQUE. içp 

che quelconque, les autres axes s’ensuivront; et, lors-' 
que nous .aurons calculé les composantes de l’action de 
cette couche, il suffira de les intégrer par rapport à a, 
depuis a == o jusqu à ci = A', si l’ellipsoïde est plein. Dans 
le cas où il s’agirait d’un solide creux terminé par deux 
ellipsoïdes semblables , on intégrerait depuis la valeur 
de a relative à la surface intérieure, jusqu’à a = A. 

, Substituons à la couche en question une couche ter- 
minée par des ellipsoïdes semblables entre eux, homofo- 
caux à ceux qui terminent la première , et tels que le plus 
grand passe par le point M. 

Soient a , b , c et a — da! } h — db\ c — <fc les demi- 
axes de cés deux ellipsoïdes, on aura les relations sui- 
vantes : . 

■.(o y 


a 3 = b’' — 6» = c” — c\ 
dq ' _/ du' , a -b c‘ 
~ i A. ~ B ~ C’ 


(*) 


/’ ■+" b >. 


r 

= 


les composantes de l’action de cette couche sur le point 
M seront " . . 


, Vida’ , V da' 

_4*p/<S f _- ) -4 W p/ 7 


P da' 


abc 


Si on les multiplie par^^-, , on aura les composantes de 

l’action de la couche en question ; et l’on. trouvera ainsi , 
da' da 


en remplaçant —f- par — r 
, , Meda 

“ 47 r P /a W 7 ’ 
dz = - 4 *p/ y -pr^r- 


d Y 


r re p,, bcda 


i3. ' 


V, 

îr* 

■ci 
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PosQns 

d’où ' a' — au~ 


a 

7 = 


et , en vertu des équations (.1), • 


b' — a V #" 11 -+- V, c' — a \Ju-' + X'\ 


. B 
h = « - » 
A 


c = « 7» 
A 


l’équation ( 2 ) donnera 


(3) 


7* _ 


• V 


v» 


Ainsi a et, par suite, a, b', c' dépendent de u. - 

Il reste à exprimer P'* en fonction de u, et les compo- 
santes élémentaires dX , dY, dZ seront ramenées à cette 
seule variable/ . 

Or, on a 


P 11 = 


a* 6 » 7 ’ 

1 U A— 

a'* i'‘ 


S> 




Différentiant l’équation (3), pour exprimer da au moyen 
de du , et ayant égard à la valeur de P'*, on trouvera 


P ''‘da = a n du, 


d’où 


* bc du a H be ^ 

dX = — 4«p/ a ' ‘4*pf*Jit-r du ' 


b'c" 

. ' a> ibc 

* rfZ = — 4«rp/ 7 -*/• 


Remplaçant />, c,a,'b\c par leurs valeurs en a etw, n dis- 
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paraît, et il vient, en introduisant la masse M = ^ rcp ABC, 
r/X = — 


(4) 


dY — 


dZ 


3 M/à 

u ‘‘du 

A 3 

L * 

(i + V , a , ) a 

3 M/6 

iddu 

A 3 

S l* 1 

jn-.viiffi + ïV) 1 

3M/ V 

u*du 


A 3 


(t -t- Va*) 3 ^! -+- V’a’j* 


W 


Si l’on intègre ces valeurs depuis u = o jusqu’à u = — 

A' étant le demi-axe des x de l’ellipsoïde homofocal pas- 
sant par le point donné, on aura les composantes’de l’atr 
traction totale; leurs expressions seront 

A 

x _ _ 3M/a • 

A 3 / (i -f-Â 3 if)^(, -KW)' 

y _ _ 3m / 6 • u ‘ da ' ‘ 

A ‘ / (i -4-Vidÿ (i-t-V’a 3 / 3 • 

'• . A _ . 

_ • 3 M/ÿ /*A' . . aWa 

T - ; / (r-t- (i -t-.v’ü’f 

A'étaut donné par l’équation suivante : 

• 0L‘ ' 6 3 • y 3 

.• A ' 1 + A' J -+-B 3 — A 3 + A' ! -+-C : — A 3 ~ r ’ 

cette équation ne peut donner qu’une seule valeur posi- 
tive pour A' 8 . Les deux valeurs négatives se rapportent aux 
hyperBoloïdes homofocaux. 

Si le point ( u se trouve à la surface .même de l’elHp— 


A' • 


198 l.OtTS- UE MÉCANIQUE, 

solde, 011 a A' ==. A, et la seconde J imite des intégrales 
est 1 : ce-qÿi donne pour , les composantes de l’action sur 
uppointde la surface de l'ellipsoïde* .. 




Y — — 


3M/a Ç 


AJ X 

i -j- V«*) r ( Ht 

3 M/6 r 

1 U- du 

r 

*/ • 

1, ( ’ . 
(1 q-.iyj'li-f-x'v)’ 

WrT 

1 u*dà 

/J 

-hV'u'f 


Si le point est intérieur à l'ellipsoïde, 011 11c devra con- 
sidérer que l’action d’un ellipsoïde semblable passant par . 
ce point. Mais le rapport de sa masse au cube de son 
demi-axe des X sera le même que pour l’ellipsoïde pro- 

posé; on pourra donc laisser — dans les formules ( 6 ) qui 

représenteront encore les composantes cherchées; 

O11 reconnaît alors cette propriété remarquable, que 
chaque composante de-l’attraotion d’un ellipsoïde sur un 
point intérieur ne dépend que de la coordonnée parallèle, 
et lui est proportionnelle. 

■ Qn peut remarquer que leS formules ( 5 ) peuvent se 
déduire de la seule intégrale qui entre dans la première. 
Soit, en effet,' 


L =-• 


^ •• 



II 1 du 


(, ïvcii + vv)’ • 

pu trouvera , en différent! an 1 LX par rapport à X, 

- • J ' ' 

u' du 


, ... ' 

• >/■>!. ‘ 
<n . 


v«. 


• , 4 . V // * I - 1- ->'*«*)*• • 


> 


* . . - 
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ot, dilléicnlianl i'ij par rapport à X', 


«99 


• tl. VL /**'. ttV/ù 

y/y I ' i 

; J '(*+»’«’)»■(,- 


V’jt’ÿ 


ce qui changera les équations (5) dans les suivantes : 


X = 


3 M/a , 3 M /6 rf.XL 

L, Y — - 


A 5 


A 1 rfX 


Z == 


3 M/v ri. VL 


A 3 


mais il faut bien remarquer que, quand on aura X — X, 
il ne faudra faire cette supposition qu’après avoir dilfé- 
rcntié XL et X‘L. 

143. Ellipsoïde de révolution aplati . — -Si l’on suppose 
B = C, ou a un ellipsoïde de révolution aplati aux pôles; 
dans ce cas X' = X, et l’on trouve . . ' 


& 

A 


v __ 3M/« '/* A ‘ a'du ■ v 

' A 3 / i + X 1 » 1 ’ 


Z = — 


: 

îm/ 7 y 

“J 


3 M/e- /* A ' «V/a 

' - A 3 I (î-t-X’H^ 


3 M fy /'* A' . ji’rlp 


(j -t-X*u»)»' ■ 


Or, 


'.'"T" a'du i . 

X ÎTvi? = v (^-arc tangX,,), 

J 0+p uT = 5T* ^ 7+W^-: 
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3 / XA U \ 


.0)' { Y c= - ^ fa-tang'^ - _^_Y, 

1 \ °A - A' 1 -t- A*A 3 / 


Z = 


_ 3 M/y 


2 VA 1 

frt 


: aa 

arc taac — -, — 


•A AA' \ 

A' 3 -+- A’A 1 / ‘ j ' 


On fera A'= A si le point est à la surface même de l’el- 
lipsoïde. Si A=o, l’ellipsoïde se réduit à une sphère, et les' 
formules (7) coïncident avec celles que l’on connaissait 
pour ce eas. , 

144: Ellipsoïde de révolution allongé. — L’ellipsoïde 
sera encore de révolution si A = B , mais il sera allongé 
vers les pôles • on aura alors A = o, et les formules (5) de- 
viendront ' 


X — 


/ A 

. 3 3£ f A ‘ ,l ' du Y __3Aj [/S y*' udu 

J* (n-A /*«’)* * J (n-A'V)*. 

3M/y /*A' aida - i 

A3 ■ j * 

J (| +A'V) T 


Z = — 

Or, on a 

u'du 




«\/ i -t-A 'W ' 1 


aA' 3 


7 ,), 


fi 1 • ( A'k -I- v' 1 +A' 3 « 3 ), 


/, (1 H-A' 3 « 3 ) t 

et l’intégrale qui entre dans Z s’en déduira en la multi- 
pliant par A' et différentiant le produit par rapport à X'; 
on trouvera ainsi - 

| ^ = -, • !.(*'« + v' 1 -h A' 3 « 3 )- -===== U 

*'* (»+A , v)’ -- •[' ; \ V» -t- V'« J 
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. » 

et pat' suite ' ■ • • 



L’ellipsoïde se réduira encore à une sphère en supposant 
C = A cru X' = o; les formules (8) se réduiront à f, et, 
traitées par les procédés ordinaires, elles reproduiront 
encore celles qui conviennent à ce cas particulier. 

Nous allons maintenant faire connaître les méthodes 
au moyen desquelles on résolvait le môme problème, avant 
qué celle de M. Chasles fût. connue. ' 


' Autres méthodes pour calculer I attraction des . 

ellipsoïdes. ; • 

143. Le calcul direct de l'attraction d’un ellipsoïde ho- 
tnogène sur un point est beaucoup plus facile. quand ce 
point est dans son intérieur ou à sa surface que quand il 
lui est extérieur. C’e6l le cas que l’on à traité d’abord;, 
qn a ramené ce calcul à des quadratures, ^impies," et» les 
gé.omètres ont dirigé leurs efforts vers- la réduction du 
second Cas au premier. Ils ont découvert deux théorèmes 
qui remplissent cet objet : l’un, qui porte le nom de Ma- 
clauriir, quoiqu’il n'ait été démontré par ce géomètre 
que dans un cas particulier; l’autre, qui est dû à Ivory. 
Noqs allons exposer ces > différentes théories qui résolvent 
aussi complètement que possible ce problème, si impor- 
tant dftns la théorie du système du monde. Poisson , après 

s* * 


■Oîgitized by Google 


2.0 a f.OURS 1)F. MfcCASiyUï.. 

beaucoup d'efforts, est parvenu à faire directement le cal- 
cul de l’intégration pour le point extérieur; mais nous ne 
ferons pas connaître ses recherches sur ce point, parce 
que les calculs sont trop compliqués , et qu’ils ne nous 
' paraissent pas très-importants pour la queslioù en elle- 
inèrae. . - • ’ . ' 

Soit l’équation de l’ellipsoïde 




Soient a, 6 , y les coordonnées du point intérieur attiré p , 
auquel nous supposerons une masse égale à lunité; p la 
densité de la matière homogène qui compose l’ellipsoïde; 
,4 j V 1 C ^ cs an gl e s que fait avec les axes la direction d’un 
rayon vecteur' quelconque mené par le point p ; (lu) un 
angle solide infiniment petit ayant la direction de ce rayon, 
et son sommet en p. 

Partageons la portion de l’ellipsoïde comprise dans cet 
angle solide, par des sphères ayant leurs centres en pet' 
des rayons r croissants par différences infiniment pe- 
tites dr\ l’expression d’un quelconque de ces éléments de 
volume sera* .et, l’attraction étant supposée en 

raison inverse du carré de la distance, son action sur le 
, point p aura pour expression * 

, . ' fpdmdr. 

Fafsant la somme dés actions de tous les éléments qui com- 
posent l’angle solide depuis le sommet p jusqu'à sa- r en- 
contre, avec la surface de l’ellipsoïde , on obtiendra , en dé- 
signant le rayon pM par r, 

fprdt*. ■ 

Les trois composantes de.l’action de cette portion du. solide • 
‘ seront, - . • . * 

Jpr tosÇr/«, fpr co&nr/u, /pi coatrhi. 




» - ' • 
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Soit mai menant ri la- valeur négative du rayon fil VT de la 
surface de l’ellipsoïde , correspondante aux mêmes angles 
| , 37, £. En prolongeant en sens contraire le premier angle 
solide, on aürait à faire un calcul analogue ân précédent; 

* seulement les angles relatifs à sa direction seraient les 
suppléments de £, 37, et la valeur absolue du rayon 
vecteur serait — r'; de sorte que les composantes de la 
force produite par la portion de l’ellipsoïde comprise dans 

cesecond angle solide auront pour expressions ' . V 

... !.. , ’ 1 # 

. fpr' cosÇrfw, fpr' coSn'du, • fpr' cosÇrfw. . 

En les ajoutant aux premières î on aura ' '■ •• ■ 

/p(r-t- r'jcosÇd», fp(r-hr') co$r,Uù>, /p(r-f-r')cosÇd«, 

et si l’on fait la somme d’expressions de ce genre en pre- 
nant pour drù tous les éléments d’une demi-sphère quel- . 
conque ayant son centre eh [x et pour rayon l’unité, on 
obtiendra les composantes X , Y , Z de l’action de l’ellip- 
soïde entier sur le pointp. Pouravoir les valeurs de ret/é, ' 
il faut rapporter l’ellipsoïde à des coordonnées polaires , au 
moyen des formules 

x==-«-(-reosÇ, / = 6 -+-rcps>j, z==y- 4 -rcosÇ, 

ce qui donne pour équation de l’ellipsoïde ' 

(r) •. pr J -f- 2yr =± l. . ' ' . 

x •' .A . ■ K ‘Z * 

En posant 


cos’Ç cas’» coS* C - 


b 7 


— P> 


acosÇ 'Êcosn 7 cos ’C 


tx ! 6’ 7 J _ 

' n 7 ~T 7 ~V‘ l ’ 


on reconnaît de suite- que les, deux valeurs dev données. - 
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par l’équation (i) pour une valeur des angles £ , y; , £ sont 
des signes contraires, puisque p et l sont essentiellement 
positifs; et l’on aura 

27 • ' 

P 


r-+-r' ±= — 


Si maintenant l’on observe que pour deux directions con- 
traires, ~ est le même, au signe près, et que par conséquent 


. , . ocosE ocosu 

tes produits? 5 —— — ) 

P P 


q COS? 


sont les mêmes en gran- 


deur et en signe pour ces deux directions, on reconnaîtra 
qu’aii lieu de prendre pour les directions pM de l’angle 
solide celles qui sont d’un même côté d’un plan passant 
par p, on peut les prendre tout autour de ce point , pourvu 
qü’on divise par 1 le résultat. Nous aurons donc, en con- 
sidérant que les sommes 2 se rapportent à toutes les direc- 
tions autour du point p, • 




-/£ 


q cos n 


(lu, 


■ dû- 


Parmi les sommes partielles dont se composeront' les va- 
leurs de X, Y, Z quand on aura substitué à q sa valeur, se 
trouveront les'trois suivantes : , ’ 


>cosE cosndw 


, cos E cos tdw 


, cos>i cosÇrfw 


qui sont.éyidèmment nullcs comme composées d’éléments, 
deux à deux égaux et de signes contraires; car, en conser- 
vant les mêmes valeurs quelconques à deux des trois angles,, 
choisis convenablement, 'le troisième peut avoir deux va- 
leurs supplémentaires; et quant au dénominateur, il res- 
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, tera le mèmedans les deux cas. On aura donc, d’après cette 
remarque, 

ffx ^ cos 5 ?</« _/p6 cos 5 j]</w 

— Jï2à 


x =_J^v 

a 5 jU 

r, ff- 7V C °S ! Ww 


Pour effectuer ces calculs, il faudrait exprimer l’un dés 
trois angles £, m, £ au moyen des deux autres; mais il. vau- 
dra 'mieux introduire les deux angles que l’on emploie le 
plus ordinairement dans les coordonnées polaires 1 , et qui 
sont l’angle formé par le rayon vecteur avec l’iyi des axes, 
par exemple l’axe de x, c't celui que fait avec Paie des j 
la projection dü rayon vecteur sur le plan desj' et z. Dési- 
gnant le premier par 0 et le second par on aura * 

cosl; = cosO, cos« = sinOcosij*, cosÇ=sin9sini{>. - 

Nous calculerons d’abord la valeur de X ; celles de Y et Z 
s’en déduiront par de simples changements de lettres. Dans 
ce nouveau système de variables , ôu aura , 


et 


X =-^ C C— 

a 7 I ! cos 5 

JJ"' 


rfw — sin M9 difj 

cos 5 9 sin QdQdy 




9 sin 5 9 cos 5 i}i sin 5 9 sin'ij/ 1 

• p . c 1 


l’intégrale par rapport à est prise entre les limites o et 271 , 
et celle par rapport, à 0, entreo et 7t. Quant à la première,’ 

il suffira de la .prendre entre o et puis de quadrupler 

le résultat; pour la seconde , on la prendra aussi entre 

o et - et l’on doublera je résultat. 

Commençons par effectuer l’hitégratian par rapport À ifr, 
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et posonspour cela tang ^ — u , d’où 


sin 1 ^ 

On aura ainsi 


u‘ 

i +« s 


COS’ip: 


d\~ 


du 


-i-u* 


râ =a w r : ; *l r 

p J , c^o 1 sin , 0-t-A‘cos I O)4-è-'(« 1 si 


sin’S-f-c’cos’S)» 3 


ita'bc 


•}. y (a’sinlO 4- b' cos 1 9) («’sin'G -f- c 1 cos 1 0 ) • ~ r 

Il restera donc à effectuer l’intégration par rapport à 0, 
ce qui n’est pas possible sous forme finie si les trois axes 
de l’ellipsoïde sent inégaux. Pour déduire la valeur de Y 
de celle de X , on observera que si l’on avait introduit 
l’angle du rayon vecteur avec l’axe desj - au lieu de Taxe 
des ,r, dans le système des coordonnées polaires, le calcul 
relatif à Y n’aurait différé de celui que nous vêtions de 
faire que par le changement réciproque des lettres a et 
la même remarque s’applique à c , et l’on aura , en Consé- 
quence , les formules suivantes : 


cos 1 0 sin OdQ 
^(a-syn^-hb 1 cos ! 0) («•siii'0-H c 1 cos 1 6) 


X = — faftbca. f ~jf=~ 

Je -y (h* si 

* . 7T ' . . 

y = — 4 */p«e r -, . C03 ^ 

Je i/ (i’sin’O 4- a* cos’0) ( è 1 


Qd6 ’ ■ • ■ ■ 

8) (è 1 siu 1 8-+-c 1 eos , 6) 


Z — — ivfpaby f — i- , 
J, yc-sm 1 ! 


cos : 8sin0rf0 


V^c 1 sin 1 04-è , cos 1 «) (e , sirt , 84 - o’cos 1 ®) 


Ou donnerai ces expressions la forme trouvée précédem- 
ment, et posant çosO u; elles, coïncidefont ainsi avec 
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les formules (ï)}, dans lesquelles a , p, y désignent Jes coor- 
données d’un point quelconque de l’intérieur, ou de la sur- 
face de l’ellipsoïde. ■> ' ' 

Ces valeurs de X, Y, Z étant respectivement de signes 
contraires à a, 6, y, chacune des composantes tend A 
rapprocher le point de 1 origine. On remarquera encore 
que ces valeurs ne changeraient pas si l’on multipliait les 
quantités a , b, c par un même nombre. L’attraction n’est 
donc pas changée par l’addition ou là soustraction d’une 
couche comprise entre la surface de l’ellipsoïde proposé et 
une surface semblable plus grande ou plus petite, pourvu 
que le point f* soit toujours dans son intérieur; car nos 
calculs sont. fondés sur cette supposition. D’où l’on-con- 
clut que le solide homogène compris entre deux ellipsoïdes 
semblables dent les axes coïncident en direction , n'exerce 
aucune action sur un point matériel placé dans l’intérieur 
de sa plus petite surface. 

Maintenant que le problème est résolu pour un point 
intérieur à l’ellipsoïde ou sur sa surface, il suffit d’v ra- 
mener le cas d’un point extérieur pour que le problème 
proposé -soit complètement résolu. C’est ce que Maclaurin • 
a essayé de faire au moyen d’un théorème qui a conservé 
son nom, quoiqu’il ne l’ait pas démontré avec toute la 


généralité nécessaire. Il avait été établi péniblement par 
d’autres géomètres ; de sorte que l’on en pouvait faire l’usage 
que nous allons ihdiqüer. Mais , comme sa démonstration 
n’était pas simple, on a continué à chercher à perfection- 
ner cette importante théorie, et M. Ivory a découvert un 
autre théorème très-élégant qui remplissait le même objet 
d’une autre manière, et dont il déduisait même celui de 
Maclaurin dans toute sa généralité. Après lui , M. Ro- 
drigues a trouvé une autre démonstration analytique fort 
simple de ce dernier théorème, et enfin M. Chasles en a 
donné une plus simple encore et tout à fart géométrique. 
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que, nous avons déjà fait pressentir et que nous allons faire 

connaître. 

146. Théorème' de Maclaurin. — Ce théorème a pour 

objet de comparer les actions de deux ellipsoïdes homofo- 
caux, homogènes et de densités quelconques sur un môme 
point extérieur à l’un et à l’autre. A cet effet, on partagera 
chacun d’eux en couches infiniment minces, par des sur- 
faces ellipsoïdales semblables à la surface qui le termine 
et respectivement homofocales. Nous avons démontré 
(n° 1 40) que deux Couches homologues de ces deux corps 
exercent sur le point extérieur des actions de même direc- 
tion et proportionnelles aux masses de ces couches, et par 
suite à celles des ellipsoïdes proposés. 11 résulte de Là qu’en 
composant toutes ces actions élémentaires qui auront res- 
pectivement un rapport constant et une même direction, 
on aura deux résultantes de même direction , et ayant 
entre elles’ ce même rapport. D’où résulte le théorème sui- 
vant : ‘ 

Deux ellipsoïdes homofocaux homogènes exercent sur 
'un meme point extérieur quelconque îles actions de 
même direction et proportionnelles aux masses de ces 
corps: . . - ' ! . 

' Cette proposition aura encore lieu lorsque la surface- 
d'un des ellipsoïdes passera par le point même, et l’on voit 
facilement que pour calculer l’action «l’un ellipsoïde ho- 
mogène sur un point extérieur, il suffira de déterminer 
l’ellipsoïde homofocal passant par ce point, auquel on 
donnera la même densité qu’au premier. Les formules (6) . 
feront connaître les composantes cle son action sur ce point, 
et il suffira de les multiplier par le. rapport du volunie de 
l’ellipsoïde proposé à celui du second pour avoir les com- 
posantes de l’stction du premier. Aous allons effectuer ce 
calcul. ' - i 

1 47. Application du théorème de Maclaurin. — Novis 
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un onsdÉnlonlré précédemment Ce théorème, et nous allons 
montrer maintenant 1 usage que 1 on en peut taire poür 
obtenir l’action d'un ellipsoïde sur un poiut extérieur,; 
connaissant son expression pour un point, intérieur. ' »' 

Soient A , 11, C les trois demi-axes de l’ellipsoïde donné, 
A', B 1 , C ceux de l'ellipsoïde liomofocal , passant par le 
point extérieur (a, 6,ÿ), Les composantes de l’action de 
ce dernier sur ce point se calculent directement, sans dif- 
ficulté, et sOnt . ' . 

v , ! 3 m'/« 'Z*' f* 

A — • A>! 1 — : ; — Ï ’ • — ri* 


4 " J. h 


B' 1 — A ' 1 ’\ T 


A'’ - 


l-f- 


C' 3 — A ' 3 \ 3 '• 


' A" 


I 


Y , _ m rjt 


A’’ ' I ■ - i’ 

I r . b' 3 — a' 3 w c: j — a" A'v 
J ' ,4 - A- y + A ,; ■’) 

... 3M'fv /* i ” v'dv • 


_3Mor./ r‘ 

A ' 5 


J . / . B ' 3 — A ' 3 A* /• C ' 1 — A f3 \ 3 

; e 4 -— ") 

Si l’on observe que l’on a • , * 


B ' 3 — A'* = B 3 — A 3 , C" — A ' 3 = C 1 — A 3 ,' 


M' _ A'B'C' 
M ABC \ 


et qu on pose 


A' r A' 


A 


ce qui donne o et p poùr limites de «; si ensuite on 

■ ‘A 

ABC 

multiplie les trois composantes X' 5 Y', Z' par ^Tg^y 3 ,oi» 

aura, d’après le tliéorème de Maclaurin , les composâmes 
de l’attraction de l’ellipsoïde donné; et l’on retrouvera 
'ainsi les formules (3). . 

. ' t'tânnfr. ' • <- > i4 


, * 
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-I dti.. T/’/uwjènifi â’I'i’ory. .Ce théorème:. a aussi pour 
objet de ratncnei' l a t tract ion d’.un cil ipsoïdè homogène sui 1 
" ; un point extérieur, à coîle d’un auü*e- ellipsoïde sur un 
poihf de son intérieur. J 1 n offre aucun avantage sur celui 
'• .(te.Maclauriti j niais, comme poils l avons dit, sou auteur 
' I a. fait oorarajlrC à une époque où l’autre n’était pas en- 
awc bien- rigoureusement , ou du moins bien simplement 
• . démontré ; et il a été considéré par les géomètres comme 
une découverte importante. 


; . T'' 

■ > . 


. Soient «, y lfS-ngordoniiéesd’un point extérieur à 
^'•uit ellipsoïde dont les- demi-axes sont A , ,B V C; la eopipo- 
. . ' saute X de son attraction sur- ee point sera . • 

• ’ ; x , f? f ( — t ; 

... v . - 1 i(.r.--:aù; +i : r .• • : 

* les intégrales .s’étendant âu.sfdume entier: Intégrant par 
rapport à JC, -et désjgiiaut par ; r, les .distances du point 


attiré aux -poi 
léqiml on a fa 


ints extrêmes du filet de .( ellipsoïde dans, 
it lintégratioii , .00 trouvera *.> 

•- •. f ’ jV '*. ... . 

th rh .i- 1 . 

‘ ' \r, _ r T f 


X — 


A 


.Concevons maintenant hn ellipsoïde honiofoeal avec le 
premier, passant par le point donné;' et cherchons son 
■ attraction sur le' point foi-rcs-pondant à Ce dernier Sur la 
, surface du premier eJMpsoïde. pour cela nous prendrons 
’ le rectangle tly'ciz dont lés pniiits seront feS edrréspon* - 
. dants de' céùx de ch e/c, e\ lions intégrerons dans l’étondne 
dù filet du second ellipsoïde, qui seproj elle s ui v, 1 1 1 1 cly‘dz 
sur le plan YZ. Nous trouverons, pour là c-ortiposante de 
l’attraction de ee. dernier corps sui- le point correspondant 
' tu point donné, .. C •’ A . "• 
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Les 'rayons r, et r, sont les mêmes que pour le premier 
ellipsoïde,. puisque* leurs, extrémités sont respectivement 
• correspondantes de celles dés autres^ • ■ * 

Ôr ,'fïy'dz ! djrdz !{ B(» t BC; et cette, proportion 
ayant lieu pour les portions des intégrales relatives à deux, 
filets correspondants quelconques, aura lieu pour les in-.’ 
tégralcs elles^mèméf; d’où résulte * V 

• ■ . • X:X' ::BC:*B'C', •••’'• " • - - ’ 

et de mêrfié 1 > • • 

*, ' . Y : Y' :: AC: a'c', ' 

jz : z' :: ab: a'Bv ‘ 

/ ’ «V* . . . , . * .. 

**• ■ • . , ' * * ' . , 

O11 peut donc énoncer le.théorème suivant, qui est celui 
‘de M. Ivoryt. - - ^ :■ •; 

■ Les attractions que deux ellipsoïdes hamofoedux 
exercent parallèlement à chaque aXe , sur deux points 
correspondants, placés Sur.Jétirs surfaces, respectives, 
sont entre elles comme les produits des deux. axes per- 
pendiculaires à chaque composante. . • . * , *• 

Poisson a remarqué que cc théorème était indépen- 
dant de la loi d’attraction. Car si la fonction de là dis- 
tance qui exprime l'attraction est désignée par F,(t^, on 
'aura • * • ' • 

f(as— a) tfyifxdaFir), * 


intégrant par rapport, à x l’expression (x — «) F (r) — 
ou F(r)d/', et désignant le insultât par.<p(q)‘, pu aura ■ > 
X =/pX/'drdz yWl- ‘ - s 

Pour le second ellipsoïde, oh trouvera.de même • ' 

; V, =^Aff tl y' dz ‘hi r '\~ tWl; . ; 

d’où ; l’on conclurait encore , . , ‘ , 

x :• x' ■; : bg : b'C', 

et* de meute pour les autres composantes; • > * 
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1^), ylftjAicMion diutltéorhue. d'-Ivoiy . — Onvoilquc, 
d’après ce théorème, on connaîtra les composantes de 
l’attraction d’un ellipsoïde sur un point extérieur, en fai- 
sant passer par ce point un ellipsoïde homofoeal et cher- 
chant les composantes-de son attraction sur le point cor- . 
respondant de la surface dir premier } puis multipliant 
les composantes par les rapports des produits des axes 
• • perpendiculaires. .* ’ , ' •• • • \ •.'« 

Soient A, R, C les trois demi-axes de l’ellipsoïde pro- 
„ pose, A', TV, C' ceux de l’ellipsoïde homofoeal passant par 
le point donné (a, S, y); A", R", C” ceux d'un ellipsoïde 
semblable au secoud et passant par le .point («', 6', y ) cor- 
, respondant à'(«Y 6, y) sur -le premier enfin M, M'y M" 
lés masses de ces trois corps. - 

Les composantes de. l’attraction du’ troisième ellipsoïde 
sur le point point Ça!, ê‘, y') seront des mêmes que celles 
du second. On aura donc, d* après .les formules connues 
pour les points dé la surface, _ , ■ ■ ’ 


v ; _ _ 3 m^ r _ 

. A" 1 / r B"-' — A"' 2 / C 


C"' — K"' 1 


Mais, d’après la similitude, des deux derniers ellipsoïdes , 


B" 1 — A" 1 

Âr 3 ~' 


B' 1 — A' 3 
A" ’ 


-A"?^_C rt — À' 3 
r, — X ,r ~.' 


M" . M' • j - , -, aA -, ‘ , • . ■ 

— - = et de plus a donc, en observant que 

, A ■* A • -■ * A 

d’on a R* — A'* - B’ — A», C* Ui A' ! == C* — A\ 


3M'/aA 
x - JT~ 


J p 1 ■> vclv , 
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PosanùiUiiitcpaiit 

. • i’ H, _ 

* ■ ■ -r= - 1 , ‘ 

A'. A • 

• • \ ' r - 

■ .... BC : > ’ • . I- 

ri multipliant par - , Un trouvera 

“ * *» . / - 


2 I X 


X. r= 


Mfa /* VJ / . ii‘da . •• ... 

-A* / ■ -• - ' I" 

/• /. B — A’ \' 7 CL— A 1 \’ c - 

J 

Il en serait de même des deux. autres composantes, ct-l on 
retombe encore sur les formules (5). . : , • 

PnsÈiKje <lu tltéwèihe if lvujy à celui de Mâclnirrin. 

IbO. Soient X, Y, ^ les composantes de 1 attraction 

de l’ellipsoïde dont lès trois demi-axes sont . 13, C, "sur 

Je, point extérieur dont' les coordonnées sont a, G, y, 

X",- Y", 71' les -composait tes de l’attraction de l’ellipsoïde 

homofocal passant par le poin.tv(a , 6, y) sur le point 

. . ' , , aA 6K ■yC ' 

* correspondant-, -qui a .[kHir coordonnées 

A', H', Ci étant les demi-axes ale cet ellipsoïde; èt enfiu 
, X', Y ", 71 les composantes de l'attraction <kt second ellip- 
J soïde sur le, point («, 6, y). de sa surface, 
f.e théorèiçe J’Ivorÿ donne. 


X 

x" : 


BC 

Aftr 


Y 

Ÿ" : 


.AC 

A’C' 


Z 

7Î* 


. AB 

A' B' 


'• mais pour .tout point de l'intérieur d’un ellipsoïde, les 
composantes de l’attraction sont proportionnelles à la 
coordonnée parallèle; (lotie ; 


X" A Y" 

’x.' ^ y ' \< 


B 

B'’ 




c . 
:> - : 
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d’où l’oo conclut immédiatement 


' X 


Abc: 


X'. A'B'C' -Y' 


"L 

' Z' 


Considérons de même mi ellipsoïde homofocal avant, pour 
demi-axes A, , B„ G, , et auquel le point à , o , y soit exté- 
rieur. Soient X ,, Y,, Z, les composantes de son action Sui- 
te point; on aura pneore ' _ 


ou 


X, 

X 7 

X 

x, : 


A,B,Ci 
: A' B'C' " 


Y^ 

: y; 


Z 


.'hSh- 

V z' 

ABC^ 

"A,if,c; : 


ce- qui n eât autre chose que le théorème de Maclauriu. 
Par une marche inverse,, on passerait de ce dernier à celui 
d'Ivqry. • * i ; . , 

151. Conséquence remarquable du théorème d'Jvoij. . 
— Considérons deux sphères concentriques homogènes 
ayant pour rayons a et A; le théorème d’Ivory montre que 
l’action P de la sphère A sur un point situé en m, sur 
là' surface de la Sphère intérieure, est à l’action p delà 
sphère a sur un point situé en M sur la surface de l’autre, 
comme A* est à .n 1 ; on à donc . - 

' 1 •' ' p*_ V; . ’ - ' • “ 

' ■ . T 5 - a 1 * 

Çé résultat est indépendant de Ja loi d’ntlractioti ; or, si 
nous supposons une loi telle qu’une couche sphérique ho- 
mogène n’exerce aucune action sur un point de son in- 
térieur, l’action de la sphère A sur le' point ni doit être 
indépendante de A; ce qui exige que Kpn ail 


/' = 


r 
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r- étant U no constantes d oit il* -suit qué l'action d’une 
• sphère quelconque sur .des points extérieurs sitnés à 
des distances arbitraires de- sou centre est en raison in* 


verse' des carrés de" ces distances; et comme on peut 
supposer la- sphère aussi petite qu’on* voudra, la mènte' 
loi devra avoir lieu pour l’action d’un point matériel 
sur dos points quelconques. On conclut de là cette pro- 
position importante.:- - - . ■ . 

La saille loi d'attraction -pow laquelle iùic ' couohe 
sphérique .homogène •n exerce '■ aucune action - sur les 
points de son intérieur, est 'celle r/e la raison inverse du 
carré de la ifistance. ’• " • * . 


* ' . ' , Du frottement, j ' 

. 1o2. Dans • la recherche des- conditions d’équilibre, 
nous avons toujours supposé que les courbes ou .surfaces 
fixes uc pouvaient donner naissance qü à des forces nor-, 
males. Mais il n’en est pas ainsi dans la réalité; et l’ex- 
périence prouve, que la résistance d'une surface où d une 
courbe peut détruire. pou-seulement des forces normales, 
quelconques, mais encore des forces .tangentielles. com- 
prises entre certaines limites.. Ces -dernières soijt d’au- 
tant moindres que les surfaces en contact sont plus po- 
lies, Ct l'on peut supposer qu’clos n’existeraient pas si 
ces' surfaces -étaient entièrement dépourvues d aspérités^, 
comme bous les avons supposées dans tout ce qui pré- 
cède. . . • . - . •* . : ’ 

Les circonstances dans lesquelles nous .nous placions 
su rapportent donc en quelque sorte à un cas limite 
qui né. se rencontre jamais rigoureusement. dans la nar 
titre; ct. il est nécessaire, -pour-- les applications pra- 
tiques-, • d’ étudier ' les modffica lions (pt appoi te aux con- 
ditions d'équilibre rintixtdiictipn de ees nonv.pHcs forces . 
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que nous désignerons sbus Iç nom tic forces de frotte- 


ment: 


Les lois que suivent ces forces îip peuvent être déduites 
que de l’expérience, et nous allons' faire connaître, les 
résultats généraux auxquels elle a conduit. 

Lorsqu’un corps eu contact avec un plan par tous les 
points d’une face plane est pressé contre ce plan par une 
certaine force, On ne peut le mettre en mouvement par 
le: moyen d’une force située dans le plan, que lorsqu’elle' 
dépasse une certaine limite. Celte limite, qui n’atteint sa 
plus grande valeur que quamlde contact a duré un certain 
temps, est la mesure de la" force de frottement que peut 
produire la pression du corps contre Ic-plan. .Mais cette 
force ye sb développe que lorsque l’on sollicite le corps 
par uuC foVce qui a une composante située dans le plan 
de contact, et elle est égale et opposée à- cette dernière, 
lantquo.le corps no-se met pas en mouvement.. F,l]e peut 
donc varier arbitrairement quant à sa direction et son 
intensité ;-elle n’est assujettie qu’à être située dans le plan 
de contact, et à ne pas dépasser la: limite dont il a été 
question tout h l’heure et qui doit être le seul objet de nos 
récherches. Ajoutons qu’elle se rapporte au cas où l oi» 
fait prendre a tous les points du corps un mouvement pa- 
rallèle et égal . ' . : ; 

Le frottement d’un cqrps peut détruire non-seulement 
une force unique, mais un nombre quelconque de fortes 
réductibles. ou noua une seule; les forces qu’il représente 
sont dône -dépendantes île celles que l’on fait agir dans le 
plan de contact. . ' - . . 

Cela posé, nous ne nous occuperons que de la détermi- 
iiation de la force maximum que le frottement petit -dé- 
truire, et que nous prendrons pour mesure .du frottement 
lui-même. \ ■ 

Qr, l'expérience a démontré que ' « - , 
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i u . La ibrce de frottement varie proportionnellement 
«'la pression, toutes les autres circonstances restant, les 
mêmes - ,. ' " • . ' - * ’• 

» 2 °. Elle ne dépend pas' de l'étendue de la surface en con- 
tact, pourvu qu’ elle ne renferme pas de pointes ou d’arêtes, 
mais seulement de la nature et du poli des deux sur- 
faces; ’ V. . '* , ' • «■ 

3°. Lorsque l’un'de ces corps glisse sur l’autre, la force 
du frottement .est indépendante de la' nature du mouve- 
-tnént; elle 'est déterminée eh grandeur par la pression, 
et la nature dés surfaces', et sa direction est, pour cha- 
cun des deux corps, en sens contraire dé sa vitesse re- 
lative. • • ... - , 

. . * * V ‘ ■ * v » 

On conçoit facilement comment les d eux' p re mières lois 
ont pu être reconnues. -En posant un corps sur un plan 
horizontal et le tirant par -un' cordon horizontal passant 
sur Une partie de renvoi , et à l'extrémité duquel on appli- 
quait des poids connus , on a pu déterminer avec préci- 
sion le poids le plus faible ‘qui met le corps eh mouvement, 
et qui mesurerai la force de frottement. En chargeant le 
corps de divers- poids , on a déterminé les nouvelles valeurs 
de ceux qui déterminent le mouvement, et on a reconnu 
que leurs rapports à ceux qui mesurent la pression étaient 
tou jours les mêmes. 1 '• ■ 

En diminuant la surface en 'contact, ou-cn posant le . 
corps sur les dillërentcs faces également polies-, on a en- 
core reconnu que le rapport du frottement à la pression . 
était le même. Ces expériences répétées un grand nombre 
de fois^ et sur des corps très-variés, ont toujours conduit 
aux mêmes conséquences. . 

Ce rapport du frottement à la pression,, qui ne varié 
qu’avec: la nature des .substances,- est désigné sous le neiu 
Ac coefficient du frottement. - - . v . ■ ■' 

Quant à la troisième loi , elle' a été démontrée par des 
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expériences dont' l’interprétation exige- quelques notions’ 

«fé dynamique. ' Ces détails -trouveront mieux leur plaée . 
clans un côurs de machines,’ et nous nous bornerons à 
l’énoncé de cette loi. • r ... » • 

153. ‘ Angle, du fi'otteinetit. — Si un. corps soumis à la 
seule action dc la pesanteur repose sur un plan horizontal 
par une face.plane , et qu’on fasse, tourner ce plan autour 
d’une .droite horizontale, lé corps commencera à glisser 
quand l’inelinaisoü'du plan aura atteint une certaine va- 
leur qu’il est facile de déterminer. 

. Soient , en effet , P le poids du eorps et oc l'inclinaison du 
plan mobile sur le plan horizontal ; la pression du corps . 
sur le plan ou la composante de son. poids perpendiculai- 
rement à ce plan sera P cosçr, et .la composante parallèle 
aura pour valeur P siiïir. - 

Lorsque L’inclinaison .variable oc aiira atteint la valeur 
particulière p. pour laquelle le corps eonrmence à glisser, 
la force de frottement sera précisément égale àja compo- 
sante parallèle au plan incliné ; et si l'oti désigne 1 par '/'.Je 
rapport du frottement à la pression, ou aura 

v ' ‘ ' > '' P sîn u ; # 

• = ■tatigj*- 

. />COSfi - . - • •• 

* • 1 * - 1 l 

Ainsi tous les corps de même nature et également polis, 
et généralement tous ceux qui auront le même coeffi- 
cient, de frottement relativement au -plaît mobile, com- 
menceront à glisser sous un même angle dont la tan- 
gente trigonométrique est égale au coefficient di> frot- 
tement, et que l’on désigne sous le nom d 'angle du 
frottement.' • -.' \ ■ . 

Cette expérience peut aussi servir à démontrer les 1 
deux premières lois du frottement, et c’est même ainsi 
qu'avait procédé. Ameutons. En plaçant sur -nu plan 
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fnobjilf autour' (Juive horizontale un corps dont lés d i (1è- 
re n tes faces planes sont également polies, on recomjait 
qu’il commence à glisser pour une même inclinaison du 
plan', quelle que soit Faire .de la façe de contact, et quel que 
soit le poids dont on surcharge le corps. On conclut de là 
que, lorsque la irature et le poli dessurfaces ne changent 
pas, la force dé frottement est proportionnelle à la pres- 
sion et. indépendante de l’étendue de la face de contact. 
L’angle sous lequel le glissement commence détermine le 
coefficient du frottement, qui On est la tâugente trigono- 
métrique. • - ‘ ■ - - • ’• : • * 

loi. Equilibre d’un corps pressé contre un plan par 
une force oblique. — Soient P ÇJrg. une force appli- 

quée à un corps M, <A, le point où sa direc lion rencontre 
la face de contact, et 0 l’angle qu’elle fait avec la nor- 
male AN, La pression du corps contre, lo-plan sera P cos# ; 
le frottement sera exprimé par fP cosO, Jétaut le coeffi- 
cient du frottement; et la forcc.dans le plan lise,; qui 
tend à mettre le corps en. mouvement , est égale à P siuO". 
11 y aura donc équilibre si l’on a , . , ~ 

, . X * • * * . 

; P sinS fP cos 0, 


tang 0 < /. 


Ainsi, l’équilibre aura lieu quelle’ qiie soit la force P. 
pourvu qu’elle fasse avec la uorinalc un angle qui ne soit 
pas supérieur à l’angle du frottement. 

Au reste, le cas que nous venons d’examiner ne dillëre 
du précédent qu’en ce que' la force P est de direction 
et de grandeur quelconque, au lieu d’être le poids mente 
du corps, • :.v ’ '■ 

155. Equilibre du levier en ayant égard auj'rotleincnl. 
— Considérons vin levier posé sut' u n anti e corps , de sorte ■ 
que le point d appui ne soit pas lié invariablement avec 
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lui , -cl supppson?-le sollicité par deux forcC%. ‘ Kl le», peu- . 
veut d’abord être' remplacées’ par des forces .égales et pa- 
rallèles appliquées au levier au point (l’appui , et de plus 
yi <leux couples. S’il n’y avait pas de frottement, il laUn . , 

drait que les couples se détruisissent et que la. résultante 
des. deux forces transportées au point d'appui fût normale 
à la surface résistante. Mais, s’il peu,t exister uir frottement 
'entre les deux corps, il se composera avec les deux forces 
appliquées comme lui au. levier en son point de contact; 
iT faudra .donc -encore que Mes deux couples -su détrui- 
sent. .Mais il ne sera plus. nécessaire <pie les forces trans- 
portées au point d’appui donnent une* résultante nor- 
male à la surface ; Il -suffira que celle résultante, fasse 
avec la normale un angle inférieur ou égal à l’angle du 
frottement. 

156. Équilibre d' lin corps qui peut tourner autour , 
d'un axe fixe. - — Considérons maintenant un corps 
solide percé d’un trou cylindrique, au travers duquel 
passe un cylindre fixe d’un diamètre à peu. près égal. 
Supposons ec corps sollicité par deux forces situées dans 
un plan perpendiculaire a J’axe du "cylindre, -et cher- 
chons des conditions d’équilibre, en ayant égard à la 
force de frottement. Concevons (pie tout le système soit 
réduit à la section par ec plan perpendiculaire, ou, en 
d’autres termes, que le corps n’ait pas d’épaisseur sen- 
sible. ■ 

Soit C 4t>) le point de contact du cercle fixe ayant 
son centre en o,,ct du cercle mobile appartenant au corps. 

Il doit y avoir équilibre entre les deux forces données 
P, Q et la -force de frottement F appliquée en C langen- 
liclJemént au cercle. 11 est donc nécessaire et suffisant 
que les deux, forces P, Q aient nue résultante passant en 
C et faisant avec la normale un angle moindre que celui 
du frottement, -, 
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v Ainsi, lorsque 'les forces données auront une résultante 
qui passera par un 'point quelconque Ç dii cercle a ppar ton- 
nant au corps et fera avec sa normale un angle égal ou 
inférieur à celui du frottement, le corps sera en équilibre, 
si l’on fait en sorte que le Contact avec le- cercle fixe ait 
* lieu au point C. * 

En considérant te cas extrême où l’équilibre est au mo- 
ment de se rompre, la résultante R des forces P et Q fait 
avec la monnaie au cercle un angle égal à l’angle du frotr 
tement ; la' pression normale exercée sur le cylindre fixe 

est la projection, de la résultante R sur le rayon , ou 

* ' ! • 

— ; elle est donc toujours moindre que ht résul- 

V 1 . ' ' 

tante R. La force tangCntielle appliquée au cylindre fixe 

s’obtiendra en multipliant la pression par le coefficient J\ 

et sera par conséquent égale à ~ •• Leur résultante 

• • v>.-t -f : 

ne sera autre cliose que R, comme cela devait être ëvi- . 
demment, puisque la résultante R des forces données est 
détruite par la résistance du cylindre fixe. 

157. Equilibre d’un corps sur un m plan - incliné. ' — 
Supposons un corps pesant posé sur un plan incliné à 
l’horizon et sollicité par une force P comprise dans 
le plan vertical, passant par le centre de gravité du 
corps, et la. normale.' au plan incliné. Réduisons tout 
le système à la section faite par ce plan , et cherchons 
la condition ' d’équilibre en tenant compte du frotte- 
ment. 

Soient IV 7 (f‘g- A’]) la verticale menée par le centre de 
gravi té du corps, PI la direction de ]a force P, Q le poids 
du corps, et a l’inclinaison dh plan LA sur le plan hori- 
zontal AB; il faut exprimer que leur jésultante est dé- 
truite par la résistance normale du plan AL et pat le frot- 
tement. En désignant par 6 1 angle de la force P avec Ir 
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. plan incliné, - la pression exercée sur 1 demi» sera 
égale à • - • ' • . , ■ 

Qeos« — PsinS, 

0 élant considéré comme positif au-dessüs ale la direc- 
tion AL, et comme négatif au-deSsous.. Si l’équilibre est' f 
a je montent de se rompre,, la force de frottement sera 
égale à j 

/(Qcosie — PsinS); - 

* * ' . * y » % 

mais, en général, elle en; sera une fraction quelconque k. 

La composante totale dans lé sens du plan «sera . . 

' • A * * • ‘ j 

Qsina — PcosG; ' 

et pour que' l'équilibre ait lieu, il est nécessaire' et sxifti- 
sant que cette expression , positive où négative, soit égale 
-à la force de frottement ; ce qui s’exprimera par l'équation 
suivante r * , - v • 

Qsina — P cosfl = k/(Q cos a — ; P sinG), 

p étant compris entre — et i, et devenant — i ou + 1 
dans le cas OÙ l’équilibre est sur le point de se rompre 
soit dans un sens, soit dans l’autre".. 

. On tire de cette équation *. . . . . 

. p _ Q (sin g — i f co sa) 

• ■ " cos 6 — f/sinG 

Si k == o et 0 — o, on retombe sur l’expression connue 

‘ ' P = Q sina. 

' • . * 

1 58 .^Cherchons la direction dans laquelle il faut faire' 
agir la force P pour obtenir le plus d’avantage possible, en 
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supposant le corps prêt à glisser; et , pour cela , elu'iehons 
la valeur de 9, qui , en supposant ft = i « (loupe le mini- 
mum de P ou le maxrfnüin du dénominateur. Les deux. 
• premières dérivées ‘de ce dernier, par rapport à S , ont pour 
expressions • _■ 

; « . . — 'tilt 9. — -f cos 5, 

et. » • * ■ • . ' ' ' 

— cos 9 ^-/sin9. . - 

En égalant la première à. zéro, on trouve 
: . tang9 — — 

"d’oîuil suit que la force P doit être dirigée en dessous du 
plan r et faire avec lui un angle égal à l’angle du frotté-' 
ment. La seconde dérivée se réduit alors à 

— cosO (i +/ ! ); ' . . 

cllo est donc négative pour cette valeur dcS; cj’où. il suit 
que le dénoininateiu' de P est maximum , et , par suite, P 
minimum. . ~ 

On pourrait encore chercher L inclinaison 0, qui donne 
la plus petite valeur de P, propre à faire remonter le 
corps. Il faut alors supposer h = — i, et chercher le 

minimum de — r on le maximum de cos0-WsinO. 

On en tire • ' -, s 

. ■ t— sin9 H- y cos 9 =? o, tang9 

ce qui montre que la force doit être dirigée au-dessus du 
plan incliné et faire avec lui un angleégal à l’angle du 
frottement, ‘quelle que soit son inclinaison a. 

Cet angle, qui est le plus favorable à la traction d’un 
corps pesant sur un pian quelconque, porte le nom d’an- 
gle de traction ; et , comme nous venons de le prouver, il 
. n’est autre que l’angle du frottement. 
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Nous ut: nous étendrons pas davantage sur la théorie du 
frottement. îNous n’avons voulu que' donner une idée de. 
la manière dont les forces de cette espèce .modifient les . 
conditions de l’équilibre; ce qui est de la plus haute im- 
portance dans les applications. Nérus renvoyons, pour de „ 
plus grands détails, aux traités spéciaux sur les, ma- 
chines. • . 
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■159. Le temps n’est pas plus susceptible de définition 
que l’espace ; mais il est nécessaire de définir l’égalité, 
dans le temps, de même qu’on la définit dans les quantités 
géométriques. Nous dirons que deux intervalles de temps 
sont égaux, lorsque deux corps identiques, placés dans des 
circonstances identiques au commencement de chacun de 
ces intervalles, et soumis aux mêmes actions et influences 
de toute espèce , auront parcouru le même espace à la fin 
de ces intervalles. Lajiotion de l’égalité conduit immédia- 
tement à celle d’un rapport quelconque. 

Le mouvement d’un point est dit uniforme lorsque ce 
point parcourt des espaces égaux en temps égaux , quel- 
que petits que soient ces temps. 

Lorsqu’un mouvement n’est ni uniforme , ni composé 
de mouvements uniformes ayant des durées finies, on 
l’appelle mouvement varié. 

Quand un corps parait passer du repos au mouvement, 
c’est-à-dire lorsqu’il se déplace par rapport aux objets qui 
semblent immobiles à la surface de la terre, on reconnaît 
le plus ordinairement une cause extérieure qui a agi sur 
lui en ce moment ; ou encore une cause qui agissait déjà 
sur lui pendant le repos, mais dont l’action était détruite 
par un obstacle qui a cessé d’exister à l’instant où l’on a 
vu le mouvement commencer; et il est naturel d’étendre 
„ ce fait au cas où le corps partirait du repos absolu. Cela 
posé , on est porté à admettre que , si un corps se met en 
mouvement sans qu’on en aperçoive aucune cause hors 
de lui, celte cause n’en existe pas moins, mais soûle-, 
t " (innée. 1 5 



226 . •> , * . . COURS ni SIKC^MyUE. 

meut que les moyens nous manquent pour reconnaître son 
existence. 

De plus, l’expérience montre constamment qu’à mesure 
que les actions extérieures diminuent, le mouvement des 
corps tend, de plus en plus, à devenir rectiligne et uni- 
forme; d’où l’on conclut que telle serait rigoureusement 
la nature du mouvement si toutes les actions ou résistances 
n’existaient pas. 

C’est de l’ensemble de tous ces faits que l’on a déduit 
le principe de Viner.tie de la matière, qui a été confirmé ' 
sans aucune exception, par l’accord des conséquences 
qu’on en a tirées avec les faits résultant d’expériences 
directes. 11 est nécessaire de ne pas faire cutrer dans sou 
énoncé la figure des corps et le mouvement de ces corps, 
sur eux-mêmes, qui en résulte presque nécessairement; 
c’est pourquoi nous ne considérerons qu’un point maté J 
riel, c’est-à-dire une certaine quantité de matière que l’on 
conçoit réduite à un point géométrique. 

Cela posé, l’inertie de la matière consiste en ce que 

Tout point matériel en repos y reste tant quil ne sur- 
vient. aucune action extérieure ou force.; et s’il se meut 
sans qu’aucune force lui soit appliquée , son mouvement 
sera rectiligne et uniforme. 

Mais il ne faut pas entendre par là qu’un corps n’entre 
pour rien dans la production des forces qui peuvent agir 
sur lui. L’ensemble des phénomènes naturels montre, au 
contraire, que ces forces naissent toujours de l’action mu- 
tuelle de ce corps et d’autres corps. L’inertie consiste 
donc en ce qu'un point matériel ne peut changer de lui- 
même son état de repos ou de mouvement rectiligne uni- 
forme, et qu'il faut toujours pour cela l’existence d’autres 
points matériels. ■ 

160 . Vitesse. — Les mouvements uniformes diffèrent 
les uns des autres par les espaces parcourus dans des temps 
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égaux, et de cette comparaison résulte l’idée de vitesse. 
Pour introduire dans Je calcul ect élément indispensable, 
il est * nécessaire d’en donner une délinilion précise, et 
nous appellerons vitesse d’un point dont le mouvement 
est uniforme, l’espace qu’il parcourt dans l’unité de 
temps, ou en d’autres termps, le rapport de l’espace par- 
couru ail-temps employé à le parcourir. 

On voit que dans le même mouvement la vitesse sera 
d'autant plusgrande, que l’unité de temps le sera davan- 
tage, ce qui ne s’accorde pas avec l’idée qu’on en a vulgai- 
rement; maisde rapport des vitesses flans deux motive-* 
meuts uniformes en est complètement indépendant. 

On voit encore que le nombre- qui exprimg la vitesse 
varie avec l'uriité de longueur; il est d’autant plus grand, 
que cette unité est plus petite. Ces remarques sur l'in- 
fluence des divérses unités sont indispensables pour recon- 
naître l’homogénéité des formules de la Dynamique. 

. 161 . Dans le mouvement varié , on ne peut plus appe- 

ler vitesse à un instant quelconque l’espace parcouru pen- 
dant l’unitédé temps, à partir de cet instant, parce tju’a- 
lors la vitesse du mobile serait exprimée par des nombres 
qui dépendraient non -seulement de l’unité de temps, 
mais des variations plus ou moins irrégulières que subi- 
rait le mouvement au delà de l'époque que l’on con- 
sidère. • « ^ 

C’est ainsi que dans la théorie des courbes on a pu 
prendre pour mesure delà courbure du cercle , en un quel- 
conque de ses points, celle d'un arc. égal à l’unité; mais 
pour une ligne où la courbure n’est pas proportionnelle 
à la longueur de l’arc, il n'a pas été possible de mesurer 
la courbure en, un point par celle d’un arc égal à l’unité 
commençant en ce point. 

On peut faire des remarques semblables pour le poids 
spécifique en un point d’une substance hétérogène; 
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pour la température en tin point d’un corps inégalement 
.échauffé, -etc; v 

Aussi reeonnaitra-t-on la plus grande analogie entre la 
manière dont nous avons procédé dans les différentes cir- 
constances que nous venons de rappeler, et celle dont 
nous allons procéder dans le cas actuel. 

Soit M (Jig- 48) la position qu’occupe à un certain 
instant un point qui décrit d'un mouvement varié une 
ligne de nature quelconque. Après un certain temps 9, 
il sera parvenu en un autre point N, et le rapport de 

MN . « . . 

1 espace parcouru au temps, ou — > exprimera la vitesse 


moyenne avec laquelle cet arc a été décrit; ce sera l’espace' 
parcouru péudant l’unité de temps , en supposant le mou- 
vement uniforme et tel que l’arc MN soit parcouru pen- 
dant le temps Ô. Si maintenant on suppose que 6 diminue 

indéfiniment, la vitesse moyenne variera en même 

temps, et tendra vers une limite déterminée que nous 
appellerons la vitesse du mobile au point M. 

Ainsi , pour employer le langage reçu dans le calcul 
infinitésimal , on appelle vitesse d’un mobile à un instant 
donné, la vitesse moyenne avec laquelle il décrit un arc 
infiniment petit, à partir de cet instant. 

Si l’on désigne par t le temps, et par s la longueur des 
arcs de la ligne décrite, à partir d’une origine arbitraire, 


la limite du rapport n’est autre chose que — Ainsi la 

vitesse en un point quelconque du mouvement est expri- 
mée par la première dérivée de l’espace parcouru par rap- 
port au temps. 


102. Si à l’instant où le point mobile est en M, tpute 
action sur lui cessait d’avoir lieu, son mouvement de- 
viendrait rectiligne et uniforme. Mais il ne pourrait y 

. ’ I 

t 


Digitized by Google 


PH KM I ÈRE ARIfÉE. — DYNAMIQUE. 

avoir -qu’un changement infiniment petit dans la vitesse 
moyenne avec laquelle il parcourrait un espace infini- 
ment petit, immédiatement avant et après cet instant, 
puisqu’il faut toujours un temps fini pour produire un 
changement fini quelconque ; donc la vitesse de ce mou- 
vement uniforme ne diilère de que d’une quantité 

infiniment petite, et par conséquent elle est rigoureuse- 

, MN , d$ 
ment égalé a la limite de — — , ou a — • 

D 9 -dt 

On pourrait donc dire que la vitesse d’un mobile à un 
instant quelconque est celle avec laquelle il se mouvrait 
uniformément si, à cet instant, toute force cessait d’agir 
sur lui : nous verrons bientôt que la direction de ce mou- 
vement rectiligne et uniforme serait celle de la tangente 
MT à la courbe. 

On part ordinairement de cette définition de la vitesse, 
et l’on parvient à la même formule par des considérations 
analogues. Mais elle est peut-être moins naturelle, en ce 
qu’elle suppose la considération des causes qui produisent 
la variation ; ce qui est réellement étranger à la question 
que l’on se propose, et dans laquelle il n’est nécessaire 
que de connaître le mouvement qui a lieu , indépendam- 
ment de la cause qui le produit. D’ailleurs , on romprait 
ainsi l’analogie de cette question avec plusieurs autres, du 
genre de celles que j’ai citées, et dans lesquelles il n’y 
a pas lieu de considérer des causes de variation. 

Il est bon de remarquer que l’arc décrit dans un temps 
infiniment petit peut être considéré comme le produit 
de ce temps par la vitesse du mobile au commencement de 
ce petit intervalle. Car cet arc serait rigoureusement le 
produit du temps par la vitesse rqoycnne relative à cet 
intervalle, et cette vitesse moyenne diffère d’ûne quan- 
tité infiniment petite de ce que nous avons appelé vitesse 
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au commencement de l’intervalle. 11 est'ë.vident que l’on 
pourrait, encore prendre la vitesse à une époque quel- 
conque du même intervalle. Le résultat ainsi obtenu ne • 
différera jamais de celui que l'on cherche que d’une quan- 
tité inlinimcut petite par rapport à lui-même. 

1 (33. Masse des corps. — L’expérience apprend, comme 
nous l’avons déjà dit, qu’il ne faut pas faire des cflorts 
égaux pour imprimer un même mouvement à tous les, 
corps. Si l’on prend deux volumes inégaux d’une même 
substance, et qu’en les faisant partir du repos, on leur 
donne un mouvement identique, on reconnaît toujours 
qu’il faut exercer un plus grand effort -sur le corps qui a . 
le plus grand volume, Mais, si les deux substances sout 
différentes, l’efl’ort devra quelquefois être moindre pour le 
corps qui a le plus de volume': ainsi la considération des ^ 
volumes ne peut sullire à la comparaison des. corps sous ce 
rapport, qui est fondamental dans la science du mouve- 
ment; et il est nécessaire d’introduire une nouvelle idée, 
qui est celle de la masse, et dont nous avons déjà parlé au 
commencement de ce cours. 

Nous ne donnons pas de définition de cette nouvelle 
espèce de quantité; celles que l’on pourrait donner se- 
raient aussi illusoires que celles qui se rapporteraient au 
temps, à l’espace et à'beaucoup d’autres grandeurs. Mais 
ce qui est nécessaire et suffisant, c’est que l’égalité soit 
clairement définie entre les quantités de cette nouvelle 
espèce. 

Nous disons que deux points matériels ont la même 
masse, lorsqu en les prenant à l’état de repos il faut 
leur appliquer des forces égales à chaque instant, pour 
leur imprimer un mouvement identique. 

'La considération du temps est nécessaire dans la pro- 
duction de tout mouvement, parce qu’il faut toujours un 
temps fini pour que faction d’une force fasse acquérir à 
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un corps une vitesse finie. Quelquefois on a distingué 
deux espèces de forces : les unes , que l’on nommait instan- 
tanées, produisaient des vitesses finies, sans que leur 
action s’exerçât pendant un intervalle de temps quel- 
conque, si petit qu’on pût le supposer-, les autres, que 
l’on nommait accélératrices , avaient besoin d’agir pen- 
dant un temps fini pour produire une vitesse finie. Mais, 
comme toutes les actions sonreontinues dans la nature, et 
que les forces instantanées n’ont aucune existence réelle, 
les géomètres s'accordent généralement à- ne plus les 
admettre dans la science. Il n’en sera jamais question 
dans ce cours , et nous ne considérerons que des forces con- 
tinues, c’est-à-dire qui ne produisent une vitesse finie que. 
quand leur action s’est exercée sans discontinuité pendant 
0 un temps fini . " 

Ayant défini l’égalité, on se fait facilement idée d’un 
rapport quelconque. Ainsi les masses de deux corps sont 
dans le rapport de m à n , lorsque ces corps sont décom- 
posables, l’un en m parties , l’autre en n parties dont les 
masses soient égales. 

I64-. Si deux points ayant des masses égales parteut du 
repos et sont sollicités par des forces égales et parallèles, 
ils prendront un mouvement identique, et par conséquent 
on ne changera rien à leur état , en supposant qu’ils soient , 
liés invariablement l’un à l'autre, et que leur système soit 
sollicité par la force double qui est la résultante des deux 
autres , et par conséquent appliquée au centre de gravité 
des deux points. Il en serait de même pour un nombre 
quelconque de points, et la réciproque est évidente : de 
sorte que si deux masses sont dans le rapport de m à n, et 
qu’elles soient solicitées par des forces dans le même rap- 
port, appliquées à leurs centres de gravité respectifs, elles 
prendront des mouvements identiques, et tous leurs points 
décriront des droites parallèles. 
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Si l unC des masses était sollicitée par une force moindre 
ou plus grande que celle qui résulte de cette proportion , 
elle aurait évidemment un mouvement different de l’autre. 
D’où résulte cette réciproque, que si deux masses inégales 
ont un même mouvement , les forces qui leur sont appli- 
quées sont proportionnelles à ces masses. 

Dans tout ce qui précède, il n’y a à considérer que le 
mouvement dans la direction des forces; et comme nous 
l’avons démontré, il ne peut exister aucun mouvement de 
rotation dans Un corps quelconque sollicité par une force 
appliquée à son centre de gravité, comme nous le suppo- 
sons ici. 

165 v Nous allons maintenant faire connaître un prin- 
cipe général auquel on a été conduit par une foule d’ob- 
servations et d’expériences , et qui est vérifié par l’accord 41 
constant entre les résultats auxquels conduit son admis- 
sion , et l’observation directe des phénomènes. Ce principe 
consiste en ce que si tous les points d’un système ont des 
>. vitesses constantes et égales , et se meuvent suivant des 
directions parallèles , et que l’un d’eux vienne à être 
sollicité par une certaine force , son mouvement relative- 
ment aux autres sera le même que si le mouvement com- 
mun au système n’avait point existé , et que le point en 
question eût été sollicité par la même force, agissant 
dans la même direction. • 

On aperçoit facilement par quel genre d’expériences on 
pourrait reconnaître la vérité de ce principe si la terre 
était immobile. On donnerait un mouvement uniforme 
commun à un système de points mobiles les uns par rap- 
port aux autres, on appliquerait à l’un d’eux une force 
dont on ferait varier la direction et l’infcensité , et l’on ob- 
serverait le mouvement relatif de ce point. On répéterait 
les mêmes expériences en changeant le mouvement uni- 
forme commun, et l’on reconnaîtrait que le mouvement 
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relalil est tout à fait indépendant du mouvement uniforme 
commun , et le même que si ce dernier n’existait pas. 

Ces expériences ont été faites, mais on ne saurait en 
conclure le principe en question, parce que la terre étant 
en mouvement, le système auquel on donnerait un mou- 
vement uniforme par rapport aux objets qui restent fixes 
à la surface de la terre , n’aurai t réellemen t un mouvement 
uniforme commun dans l’espace, que si ces objets eux- 
mèmes étaient animés d’un mouvement uniforme com- 
mun. Or, on sait qu’il en est autrement, et que les 
points qui occupent toujours une même position à la 
surface de la terre changent continuellement de vitesse 
pendant le cours de l’année. Cependant les mêmes faits 
se reproduisant toujours, quelle que soit cette vitesse, 
l’analogie conduit à admettre qu’il en serait encore ainsi si 
elle était nulle, et 1 on obtient alors le principe général 
que nous avons énoncé. A la vérité, on ne peut pas dire 
qu’il soit rigoureusement établi par l’expérience , il résulte 
d’expériences et d’inductions 5 mais il se présente avec 
assez de probabilité pour servir de base à une théorie. Si 
l’on trouve que les indications dccette théorie sont toujours 
d’accord avec l’expérience, cela lui donnera une probabi- • 
lité de plus en plus grande, et qui équivaudra pour nous 
à la certitude. Nous en dirons autant des autres principes 
auxquels nous serons conduits par des expériences répé- 
tées, dont nous étendrons et généraliserons les résultats. 

166. Mouvement produit par une force constante. — 
On entend par force constante celle qui exerce la même 
action sur le corps auquel elle est appliquée, quel que 
soit le mouvement de ce corps. Cela posé, considérons un 
point matériel ayant d’abord un mouvement rectiligne et 
uniforme. Si on lui applique une force constante dans le 
sens de son mouvement, sa vitesse augmentera de quan- 
tités égales dans des temps égaux quelconques , puisque, 
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d’après le principe précédent, l’accroissement de vitesse 
est indépendant de la vitesse précédemment acquise.' 
Ainsi, le mouvement rectiligne d’un, point sollicité par 
une force constante, et partant avec une vitesse initiale 
quelconque, est tel que la vitesse croît de quantités pro- 
portionnelles au temps. Ou voit de la même manière que 
si la force était en sens contraire du mouvement initial, 
la vitesse diminuerait proportionnellement ati temps ; et à 
partir de l’instant où elle serait annulée, le mouvement 
changerait de sens , et la variation de la vitesse serait tou- 
jours la même qu’auparavant, dans des- temps égaux. Si 
donc on désigne par a la vitesse initiale, par \> la vitesse 
après un temps quelconque t compté à partir de l’instant 
où commence l’action de la force, et par b l’accroisse- 
ment de vitesse que produirait cette force sur le point 
donné, pendant l’unité de temps, on aurait dans le pre- 


■ „ « . •* 

ituer cas . 

• f .* ‘ " ■' 


< v =: a -f- bt , 

r 


et dans le second 

\ 


i> = a — - bt. 

-- 



Le premier mouvement est dit uniformément accéléré, 
et le second, unij'onnémetit retardé ; ils sont compris l’un 
et l’autre dans le mouvement que l’on appelle uniformé- 
ment varié. On voit facilement que si la force n’était pas 
constante, le mouvement ne serait pas uniformément 

varié. ■ ' - 

• . ^ * 

167. Il est facile de déterminer à chaque instant la 
position du mobile dont le mouvement est uniformément 
varié. En elfet, si nous rapportons la position du point 
mobile à une origine fixe, prise sur la droite qu'il par- 
court, et que nous désignions par x sa distance, positive 
ou négative, à cette origine; sa vitesse, à un instant quel- 

conque, sera égale à — , d’après ce qui a été dit précédent- 
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ment. Et il faut bien remarquer que, l’accroissement dt 
du temps étant toujours regardé comme positif, l’cxpres- 

- ( i x • *• ; 

’sion -- - sera de môme signe que dx : de sorte qu’en l’em- 
ployant , cômtné nous le ferons toujours pour représenter 
1a vitesse, on regarde cette vitesse comme positive ou né- 
gative, suivant que le mouvement a lieu dans le sens des x 
positifs ou négatifs. 

Or, si nous considérons d’abord le mouvement unifor- 
mément accéléré ; nous aurons - 

dx *’• . 

- - p <r-t- ô/ j 

- . - • ' • dt . - • 

d’où 

bé 


x — ‘O -f- fit -t— • 


La constante C désigne l’abscisse du point à l’origine du 
mouvement. .... 

Si le mobile parlait de l’origine, sans vitesse, on aurait 

bt 7 

C = o, a — o; x = • . 

2 

Ainsi, l’espace parcouru serait proportionnel au carré du 
temps. Et réciproquement , si l’on reconnaît que dans un 
certain mouvement rectiligne les distances à un point fixe 
de la. droite parcourue' sont proportionnelles aux carrés 
des temps, on en conclura (pie le mobile est sollicité par 
une force constante, et qu’il est parti de ce point avec une 
vitesse nulle. En effet, une équation de la forme x = mt' 

conduit à ~ = mit ; la vitesse est donc proportionnelle 

au temps , et par conséquent la force appliquée au point 
est constante ; on voit, de plus, que la vitesse est nulle ainsi 
que X , quand t = o. ' 

Si maintenant nous considérons Le mouvement ur.ifor- 
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moment retardé, nous aurons ' % 

dx , ,, bt 1 

— —a — bt, d ou xz=L + at -■ 

dt 2 

On voit que la vitesse deviendra nulle après un temps 
égal à ^ , et qu’elle sera ensuite négative. Le sens du mou- 
vement changera donc à cet instant, qui donne le maxi- 
mum de x\ cette variable diminuera constamment depuis 
cette valeur jusqu’à l’infini négatif. 

Si l’on supposait la force nulle, b serait nul, le mouve- 
ment serait uniforme , et l’on aurait x = équa- 

tion qui montre, en effet, que les espaces parcourus sout 
proportionnels aux temps employés à les parcourir. On 
l’aurait obtenue directement en observant que le point 
ayant pour vitesse constante a parcourra l’espace at dans 
le temps t. " 

168. Application à la pesanteur. — L’expérience a 
appris que tous les corps, abandonnés dans le vide à la libre 
action de la pesanteur, prennent des mouvements iden- 
tiques, quelles que soient leur grandeur, leur espèce et 
par conséquent leur masse. On doit conclure de là que 
les forces respectives auxquelles tous les corps sont sou- 
mis, pendant leur mouvement, par l’action delà pesan- 
teur, sont proportionnelles aux masses de ces corps , soit 
que ces forces soient constantes ou variables. 

Mais, de plus, on, a reconnu les deux faits suivants; 
que les espaces parcourus par un corps qui part du repos et 
est abandonné à la libre action de la pesanteur, sont pro- 
portionnels aux carrés des temps, et que les vitesses 
acquises sont proportionnelles aux temps. De l’un ou de 
l’autre de ces faits, on conclut, d’après la discussion pré- 
cédente , que la forcé à laquelle ce corps est soumis est 
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constamment la même pendant tout le cours de son mou- 
vement. . . . 

On peut reconnaître encore que son intensité est la 
même que lorsque le corps est en repos. En effet, au 
moyen d’un appareil, semblable à celui de la machine 
d’Atwood , on peut communiquer à un corps un mouve- 
ment vertical uniforme. Dans ce cas, la force produite par 
la pesanteur est détruite, et l’on peut en avoir la mesure 
exacte par la tension d’un ressort auquel serait suspendu 
le corps et qui participerait au mouvement vertical. Or, 
l’expérience prouve que cette tension est la même que lors- 
que le système est en repos; d’où il suit que le poids" d’un 
corps est le même dans l’état de repos et dans l’état de mou- 
vement. Les masses des corps étant proportionnelles à 
leurs poids, les instruments qui servent à mesurer les 
poids serviront à déterminer les rapports des masses, et 
l’on pourra représenter ces dernières quantités par des 
nombres, en prenant pour unité la masse d’un volume 
déterminé d’une substance choisie arbitrairement, et prise 
à une température déterminée. Avant les expériences de 
Galilée sur la chute des corps, on ne pouvait savoir que 
les masses étaient proportionnelles aux poids ; et il en serait 
tout autrement si la pesanteur était, par exemple, une 
force du genre des attractions magnétiques qui ne s’exer- 
cent pas sur toutes les substances, et même qui s’exercent 
inégalement sur celles qui sont soumises à leur influence. 

169. La vitesse acquise par les corps pesants tombant 
librement dans le vide, pendant un temps donné, dépend 
du lieu où se fait la chute; elle subit de petites variations 
suivant la latitude et l’élévation au-dessus du niveau de la 
mer. Nous ne nous proposons pas ici d’en faire connaître 
les lois, et nous nous bornerons à donner la valeur de la 
vitesse acquise par un corps qui tomberait pendant l'unité 
de temps, dans le vide, à l'Observatoire de Paris. 



f ’ 
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Pour déterminer l imité de temps, nous supposerons 
le jour moyen partagé en 24 heures, l’heure en 60 mi- 
nutes, la minute en 60 secondes ; et nous prendrons pour 
unité la seconde, ou la 86400 e partie du jour moyen. 

Le. jour sidéral , ou la durée de la rotation de la terre 
sur elle-même, est plus court que Je jour solaire à cause 
du mouvement propre du'soleil ; il n’est que de 86164,09 
secondes. Cela posé, si nous désignons par g la vitesse 
acquise pendant une seconde par un corps tombant dans 
le vide, à l’Observatoire de Paris, nous aurons, d’après 
des expériences précises dont nous parlerons plus tard , 

■ g — 9 m , 80896; !■ _ ■ _ v 

le mètre étant l’unité dé longueur. . ■ 

170 . D’après ce que nous avons vu dans le mouvement 
uniformément varié , pous aurons dans le cas d’un corps 
qui tombe verticalement dans le. vide, en supposant la 
vitesse initiale nulle, prenant l’origine des a: au point de 
départ, et les x positifs dans le sens de la pesanteur, 


et par suite 




• v'zx.lgx, ou v^=\Jigx. 

Cette dernière expression s’appelle communément la 


vitesse due à la hauteur x ; et réciproquement , x ou -- 
s’appelle la hauteur due à la vitesse v. 

Si le corps est lancé verticalement de bas en haut avec 
une vitesse a , ou aura , en prenant 1 origine des x au point 
de départ, et les x positifs en sens contraire de la pesanteur, 


v=a — gt, 


gt 2 

at — — . 


La vitesse deviendra nulle pour t= - , d’où x = — le 

■ . . g ■ 
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mobile monte donc pendant un temps 'égal à celui qu’il 
mettrait à acquérir la vitesse initiale fl; et l’espace qu’il 
parcourt en s’élevant est •égal à celui qu’il parcourrait en 

descendant pendant le même temps sans vitesse initiale. 

•/ * , / * « 

Le mobile après le temps - redescend, puisque l'cxpres- 

sion delà vitesse change de signe; et d’après ce qui vient 
d’être dit, il doit se trouver au point de départ avec une 
vitesse égale à — a. après un nouvel intervalle de temps 

égal à -• Et, en effet, les formules précédentes, pour 

. O 

' — — , donnent • 


-g ,. 


" = — 


Proportionnalité de la vitesse à la force. 

171. Ce principe fondamental de la dynamique con- 
siste en ce que deux forces constantes quelconques qui 
sollicitent des masses égales pendant un même temps , leur 
font acquérir des vitesse» qui sont entre elles dans le même 
l'apport que les deux forces. 

Beaucoup de géomètres ont admis ce principe comme 
une hypothèse, et ils vérifiaient son exactitude par l’ac- 
cord entre les résultats des théories fondées sur elle, et 
des expériences ou des observations directes. 

Mais, comme il est une des bases principales de la dyna- 
mique, nous croyons devoir montrer comment on peut 
en. reconnaître l'exactitude par des expériences de diffé- 
rente nature, et que l’on peut faire pour autant-de valeurs 
différentes que l’on voudra de la force accélératrice con- 
stante, ce qui n’empêchera pas d’ailleurs dé faire par la 

suite les vérifications dont on se contentait ordinairement. 

‘ * 

Rappelons-nous d’abord le principe admis précédent- 
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ment, que le mouvement commun d’un système de points 
sur la surface de la terre n’influe pas sur le mouvement 
relatif produit par une force particulière qui agit sur l’un 
d’eux. Nous pourrons, d’après cela , supposer la terre im- 
mobile quand il s'agira d’étudier les mouvements absolus 
que produiraient diverses forces sur des corps situés à sa 
surface, puisque le mouvement relatif que l’on observera 
ne différera pas du mouvement absolu qui serait produit 
par ces mêmes forces agissant seules sur- les mêmes corps 
partant de l’état de repos. 

Pour étudier la loi suivant laquelle varie le mouvement 
d’une même masse , sollicitée successivement par diverses 
forces constantes, et partant toujours de l'état de repos, 
on peut faire usage de la machine d’Atwood. Elle donne ' * 
.le moyen de faire varier d’une infinité de manières la 
force appliquée à une même masse , et de mesurer la vitesse 
acquise après l’unité de temps; elle peut donc servir à dé- 
terminer la loi suivant laquelle cette vitesse varie avec la 
force qui la produit. 

Désignons par M la masse de l’un (pielconque des poids 
en équilibre, et par m la masse du poids additionnel p. 
Tous les points du système ayant le même mouvement, 
des masses égales sont sollicitées par des forces égales; 
ainsi une masse égale à m ne sera plus sollicitée par la .• 

force v. mais par la force p ■ /” — , ou — ^ „ ; et l’on 
r ’ . r ' aM -H m ’ M ’ 

i -1- 2 — 

. * m 

peut choisir le rapport — de manière que la masse m soit 

sollicitée par une force ayant une valeur quelconque com- 
prise entre o et p. Or, en déterminant les vitesses acquises 
dans chaque cas après une seconde, comme on peut le 
faire par des procédés très-précis que nous ne pouvons dé- 
tailler ici, onios trouvera jdans le même rapport que les 
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forces, avec d’autant plus d’approximation que l’on aura 
plus diminué les résistances étrangères. 

On peut même s’assurer que la force appliquée à la 
masse 2M est constante pendant le mouvement. Il suffira 
de suspendre le poids additionnel au moyen d’un ressort 
qui en fasse partie, ou qui soit compris dans l’une des 
masses en équilibre. On reconnaitra qu’il est toujours 
également tendu pendant le mouvement; la force avec 
- . ; ... 2M 

laquelle il tire la niasse 2M étant divisée par — donnera 

la force appliquée à la masse m, et devra coïncider avec 

celle que nous avions déjà trouvée, savoir — — — • C’est 

1+2 — 

% m 

encore ce que l’expérience apprendrait , en faisant con- 
naître le poids qui tendrait le ressort comme il l’est dans 
le mouvement observé. 

172 . On pourrait encore diminuer la pesanteur daus 
un rapport connu arbitraire, en faisant descendre un 
corps sur un plan incliné. En ellet, si l’on désigne par a 
l’angle de la verticale avec cé plan, le poids du corps, au 
lieu d’être p, sera p cos a , et pourra prendre toutes les 
valeurs depuis o jusqu’à p. O11 pourra encore déterminer 
la vitesse acquise après une seconde, et l’on trouvera ces 
vitesses proportionnelles aux forces, ou du moins cette loi 
se rapprochera d’autant plus de l’exactitude, que l’on 
aura diminué davantage le frottement produit par la force 
normale p sina. 

Nous regarderons maintenant ce principe comme dé- 
montré, ainsi que les précédents, et l’objet de la méca- 
nique rationnelle est de déduire de ces premières données, 
tirées de l’observation de la nature , toutes les lois du mou- 
vement dans les circonstances les plus compliquées. La 
conformité que l’on trouvera constamment entre les résul- 
I™ année. 16 
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tais de l’observation directe des phénomènes et ceux que 
le calcul annonce en admettant ces principes, constituera 
une vériücation qui ne laissera aucun doute sur leur exac- 
titude. 

Comparaison des forces qui agissait sur des masses 
v quelconques. 

173. Si l’on applique nue force Constante p à un corps 
ayant une masse nt, chaque unité de masse est sollicitée 

par la force — . Si 1 on conçoit une seconde force constante 

f ' . 

p' appliquée à une masse m\ l’unité dc masse de ce nou- 

/ 

veau corps est sollicitée par la force 

Les mouvements de ces deux corps, étant évidemment 
les mêmes que ceux de chacune dé leurs parties, et les 
vitesses acquises au bout du même temps par des masses 
égales étant proportionnelles aux forces qui les produi- 
sent, si on désigne, ces vitesses par e, e', on aura 

p : v’ :: — : ou p ; p' :: mv ; mV. 

m m 

D’où il résulte que deux forces constantes sont entre 
elles comme les produits des niasses auxquelles ellej; 
sont appliquées par les vitesses quelles leur font acqué- 
rir dans le même temps. La proportion précédente peut 
se mettre sous la forme 

p m v 

p' m' v' 

Si donc on prend pour unités de leurs espèces respectives 
les quantités désignées- par p\ tn\ v\ on aura 

. P — mv. . • • 
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Ainsi les forces seront mesurées par le produit de la 
masse du corps auquel elles sont appliquées parla vitesse 
quelles lui font acquérir pendant l’unité de temps en 
entendant que l’on a pris pour unité de force celle qui 
fait acquérir à l’unité de masse, dans l'unité de temps, 
une vitesse égale à l’unité de longueur. 

iH. Si l’on voulait comparer les intensités de deux 
forces p , p qui dans des temps différents t , t' auraient 
fait acquérir des vitesses e, v' aux masses m, ni , il fau- 
drait ramener les temps à être égaux, par exemple à 
l’unité, avant d’y appliquer la proposition précédente. 

Or, la masse m aurait acquis la vitesse - dans le temps t; et 
la masse m', la vitesse on aura par conséquent 

mv m'v' 

p-.p ■■T'—'' 

* • «. 

et si l’on suppose que p ', m', v', t' soient tous égaux à 

l’unité, on aura 

mv 

p = T* 

l’unité de force étant la même que dans le cas précédent. 

175. On est convenu d’appeler quantité de mouve- 

ment d’un corps le produit de sa masse par sa vitesse. On 
peut donc dire qu’une force constante quelconque est 
mesurée par la quantité de mouvement quelle produit 
dans l’unité de temps. r 

176. Unités de force et de masse. — Jusqu’ici nous 
n’avons fixé que les unités de longueur et de temps, qui 
sont respectivement le mètre et la seconde. Nous avons 
laissé indéterminées celles qui se rapportent aux forces et 
aux masses-, seulement nous les avons liées par la condi- 
tion que l’unité de force appliquée à l’unité de masse pen- 

16. 
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(tant l'unité de temps lui fit acquérir une vitesse égale à 
l’unité. I\ous conviendrons maintenant de prendre pour 
unité de force le kilogramme, c'est-à-dire le poids d’un 
décimètre cube d’eau distillée prise à la température du 
maximum de densité, et considéré à l’Observatoire de • 
Paris. Voyons ce que sera . d’après cela , l'unité de masse , 
c’est-à-dire la masse qui, sollicitée pendant une seconde 
par une force constante égale au poids de i kilogramme, 
acquerrait une vitesse de i mètre par seconde. 

Or, la masse de i décimètre cube d’eau sollicitée par 
une force égale à t kilogramme, c’est-à-dire par son poids 
à l’Observatoire, acquiert la vitesse g dans une seconde; 
donc la masse d’un nombre g de décimètres cubes d’eau , 
sollicitée par la môme force de i kilogramme, acquer- 
rait une vitesse égale à l'unité : elle est donc l imité de 
masse. 

Ainsi, en prenant la seconde pour unité de temps, le 
mètre pour unité de longueur, et le kilogramme pour 
unité de force, la masse prise pour unité doit être celle de 
9,80896 décimètres cubes d’eau distillée prise à la tempé- 
rature de 4 degrés. 

Les masses pourront toujours être remplacées par des 
poids; ce qui est plus commode, puisque ce sont les poids 
qui se mesurent immédiatement avec les instruments. O11 
observera pour cela que si P désigne le poids du corps dont 
la masse est m , 011 aura P = ing, puisque g unités de force 

expriment le poids de l’unité de masse; on en lire m = - ; 

mais il ne faudra pas oublier que tout sc rapporte au sys- 
tème d’unités que nous venons d’établir. 

177 . Densité. — O11 appelle densité d’une substance ho- 
mogène la masse qu’elle renferme sous l'unité de volume. 
lx*s densités des différentes substances sont donc propor- 
tionnelles à leurs poids spécifiques ; et si l’on prend la môme 
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substance pour terme de comparaison, il y aura identité 
entre la Table des poids spécifiques et celle des densités. 

Si l’on désigne par V ie volume d'un corps homogène, 
parD sa densité, par M sa masse, et par P son poids, on 
aura 

M = VD, P = VDg\ 

Le poids spécifique, ou le poids de l’unité de volume, est 
donc exprimé par gD. Si l’on veut que celui de l’eau soir 
représenté par le nombre i , et que les poids soient éva- . 
lues en kilogrammes, il faudra prendre pour unité de 
volume le décimètre cube, puisque ce volume d’eau pèse 
i kilogramme. La Table des poids spécifiques donnera alors 
les poids des décimètres cubes des différentes substances, 
évalués en kilogrammes. 

Quant à la 'Fable des densités, elle s'obtiendrait en divi- 
sant par g tous les nombres de la Table des poids spéci- 
fiques, puisque nous avons vu que, d’après l’unité de 
masse qui a été déterminée ci-dessus, on obtient toujours 

la masse d’un corps en divisant son poids par g. 

% 

Éyalilè de l'action et de la réaction dans le mouvement. 

Force d inertie. 

178. Considérons un point matériel soumis à Faction 
d’une force constante, qui lui fait parcourir une ligne 
droite d’un mouvement uniformément accéléré. On peut 
remplacer cette force, quelle qu’elle soit, par un corps •. 
qui pousserait ou tirerait le point de manière à lui faire 
suivre le même mouvement, auquel cas la force produite 
par sa liaison au corps ferait la même que la première. 

Or, si l’on réalise cet état de choses en poussant ou en tirant 
un corps quelconque au moyen d’un ressort , on reconnaî- 
tra qu'il arrive toujours à un état permanent de tension, • 
que par conséquent il se trouve sollicité à chaque instant 
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par des forces, en équilibre, et par suite égales et con- 
traires. Donc l’action exercée à l’une des extrémités du 
ressort, et qui produit l'accélération , est toujours accom- 
pagnée d’une autre action égale et contraire appliquée à 
l’extrémité qui est liée au corps. Cette dernière force est 
nommée réaction du corps, et les expériences que nous 
venons d’indiquer démontrent que l'action est constam- 
ment égale à la réaction dans tout mouvement où la force 
est constante ; et par conséquent aussi dans le cas où elle , 
est variable , puisqu’on peut toujours la considérer comme 
constante dans un intervalle de temps infiniment petit. 
C’est cette réaction qu’on appelle force d’inertie. 

■■ „ Le principe étant établi pour tous les cas où la force est 

produite par dés liaisons matérielles , on l’étend naturelle-' 
ment au cas même où l’on n’aperçoit aucun intermédiaire 
entre les deux points qui agissent l'un sur l’autre ; action 
qui est toujours dirigée suivant la droite qui les joint. 
Cette extension est confirmée par l’accord entre les phé- 
nomènes observés et les calculs fondés sur cette hypothèse, 
et 4’ailleurs elle peut être démontrée expérimentalement 
. toutes les. fois que les corps entre lesquels a lieu l’action 
mutuelle peuvent être liés l’un à l’autre de manière à 
former un système rigide libre : on reconnaît par l’immo- 
bilité de ce système (pie les deux forces sont contraires 
et égales. 

Nous admettrons donc ce principe général , que toutes 
les fois qu’un point matériel produit une action sur un. 
adtre , ce dernier exerce toujours une action égale et con- 
traire -sur le premier; de sorte que, si ces points venaient 
à être liés invariablement, les deux actions se détruiraient 


exactement. 
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Expression de la force dans un mouvement .rectiligne 
quelconque. 

' ’ \j . . » * 

179. INous avons vu que deux forces constantes sont 
entre elles comme les quantités de mouvement qu elles ont 
communiquées dans le même temps. D’où il est résulté 
qu’une force constante peut être mesurée par la quantité 
de mouvement qu’elle produit dans l'unité de temps, en . 
prenant pour unité de force celle qui, dans l’unité de 
temps, fait acquérir à l’unité de masse une vitesse égale à 
l’unité. Voyons comment on peut ramener à ce cas celui 
d’une force qui varie à* cfraqwe instant suivant une loi 
arbitraire. La question consiste à déterminer la vitesse 
qu’elle ferait acquérir à l’unité de masse pendant l’unité 
de temps, si elle conservait lintensité qu’elle a à l’instant 
que l’on considère. .. • 

Supposons donc un mouvement rectiligne quelconque ^ 
soient y la vi tesse du point mobile auquel nous supposerons 
une masse égale à l’unité, x sa distance à l’origine, t le 
temps compté à partir d’une époque quelconque - , dési- 
gnons par sp la force variable qui sollicite le point à chaque 
instant, c’est-à-dire son rapport à l’unité de force, qui 
est mesuré par la vitesse qu’elle ferait acquérir pendant 
l’unité de temps au mobile en question , dont la masse est 
égale à l’unité. 

Si la force était constante, il suffirait de diviser la 
vitesse qu’elle communiquerait au point dans un temps 
quelconque, parce temps, et l’on aurait la vitessfc com- 
muniquée dans l’unité de temps. Mais dans le cas actuel, 
si la force est ç à un certain instant, elle sera augmentée 
d'une certaine quantité A<p après le temps A t , et l'accrois- 
sement Aude la vitesse ne sera pas dû A la force <p, mais 
pourrait être produit par une force comprise entre f 
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et tp + A<p et qui agirait avec une intensité constante pen- 
dant le même temps A t. Cette force intermédiaire <p' sera 

égale à c’est-à-dire que cette expression mesure la vi- 
tesse qu’elle communiquerait au point dans l’unité de 
temps. 

. '*> . , Ar 

Mais 1 équation rigoureusement exacte y = — ayant 

Heu quel que soit l'intervalle de temps Al , et se rappro- 
chant indéfiniment de f à mesure que A t tend vers zéro, 
puisque alors Aç tend aussi vers zéro, il en résulte, en 
prenant les limites des deux membres de l'équation , • 

*" dv 

Telle est la mesure exacte de la force appliquée à 
l’unité de masse, dans un mouvement rectiligne quel- 
conque. Elle est de même signe que r/e, de sorte qu’en 
employant cette formule, on regarde la force comme posi- 
tive quand elle tend à augmenter la vitesse, et comme né- 
gative quand elle tend à la diminuer; mais l’expres- 
sion de celle-ci est^> et est positive quand le mouve- 
ment a lieu dans le sens des x positifs : donc la force sera 
positivé quand elle agira dans ce même sens, puisqu’elle' 

augmentera ^ ou e en valeur algébrique; elle sera néga- 
tive dans le sens contraire. 

dje 

Si dans l’expression de y on remplace e par —, on 
obtient 

d 1 X 

180. Si maintenant on considère un point dont la 
masse soit wi, la force qui le sollicite sera mesurée par 
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2 49 


dv 


m — ■ puisque le point qui aurait le même mouvement et 

une. masse égale à l’unité serait sollicité par la force 

et que nous avons vu que dans des mouvements iden- 
tiques les forces sont entre elles comme les masses. 

On est convenu d’appeler force motrice celle qui est 
appliquée à une masse donnée quelconque ; sa mesure est 


dv 


d 7 x 


m -- î ou m 
dt * dt 1 


Et Ton appelle force accélératrice celle qui, dans le mou- 
vement que l’on considère, sollicite l’unité de masse-, elle 
a pour mesure 


dv 

It 


— 5 OU 


d'x 

~dF' 


Cette expression , considérée dans le mouvement en 
lui-même, en mesure V accélération positive ou négative. 


Usage des formules générales du mouvement varié. 

■ ; > r 

18i . Ces formules sont 

dx dv d'x 

' dt' * dt dt' 

ou encore, en remettant pour dt sa Valeur tirée de la pre- 
mière, 

vdv 


Examinons les différentes questions auxquelles elles peu- 
vent donner lieu. 

i n . Supposons que l’on donne x = F(/), on obtiendra 
l’expression de la vitesse et de la force par de simples diffé- 
renliations par rapport à t. 
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2 °. Soit v = F(t), on aura 

do- d.F(t) c ■ ■ 

dt~ dt 1 

on connaîtra donc la force accélératrice. 

On connaîtra la>position du poi n t à chaque instant au . 
moyen de l'intégration suivante qui donne la valeur de a:, " 

,-r =S vdt —S ’ 

La constante relative à cette intégration se déterminera 
par la position initiale du point. •* . » 

3°. Soit = F ’(*). 

On connaîtra la vitesse par la formule 
- . <’=ST{t)dc, 

et l’on déterminera la constante d’après la valeur initiale* • • . 

de v. Soit ainsi v z=zf(t) ; on aura la valeur de x au moyen 
de la formule suivante: , • - ». 

; . f =//(*)*» 

et la constante introduite par cette nouvelle intégration 
dépendra de la position initiale du point. 

4°. Soit v = F (x - ) , on en conclura 

~ = V(x), d’où ÿ 


la constante se déterminera d’après position initiale du 
point, et l’on aura ainsi une équation finie entre x et l. 

La force y ou — sera égale à F' (,r) F (x). 

5°. Soit tf = F(x) , si l’on remplace <p par y-, on aura 

l>rfç> 

— — F.(.r) , d’où rdv — F Çr)dx, 

' \ !' ' 
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et en intégrant, 

e’= *J'F(x)Jx=: ■ 


25 t 


On parviendrait encore à ce résultat en remplaçant cp par 


~di 


— ; on aurait alors 


d‘x 

~dt 


- = F(x). 


tlx 


Si l’on multiplie les deux membres par 2 — » il vient 


tLc d , x _ , . tlx 
*— — = 2 F ( x )^ 7 ’ 


<* rit 1 


et les deux membres de cette équation sont des dérivées 
par rapport à t; le premier, de 
' aÿ"F (x)dx ; on aura donc 


1 et lç second, de 


. = ?JV{x)<Lz=v\ 

ce qui n’est autre chose que l’équation précédemment 
obtenue. . . ' . ' 

La constante se détermine par les valeurs initiales de 
.r et v. On connaît ainsi' la vitesse en un point quelconque 
du mouvement, et il reste à trouver une équation entre x 
et /. Désignons 2 fF(x)dx par/(.r); nous aurons 

%=m. i'»ù 

et la constante sera déterminée par la valeur initiale de x. 
6 ". Soit enfin çp = F (i<) , on aura alors 

dv r <iv 

-=t(e), Hou ‘=J W ÿ 

la constante se déterminera par la valeur initiale de r. 


: 
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Si l’on peut résoudre culte dernière équation par rap- 
port à r, on aura 

<’ =/(') = <l j t » d’où x — f/(l)dt. 


vilv 


Dans ie cas contraire, on remplacera f par , et I on aura 



d'où 



Si l’on peut effectuer cette intégration , on aura une équa- 
tion finie entre v et „r; et comme on en a déjà une entre 
t et e, l’élimination de v en fera connaître une autre 
en x et t. 

Telles sont les différentes questions auxquelles peuvent 
donner lieu les équations du mouvement rectiligne varié. 
Leur solution dépend toujours ou de différentiations, ou 
d’intégrations du genre des quadratures. Nous allons en 
faire l'application à quelques exemples. 

Mouvement d'un point materiel pesant dans un milieu 
résistant. 


182. La théorie admise sur la résistance des milieux est 
encore assez imparfaite; mais ici nous regarderons comme 
exacts les résultats approchés, auxquels des expériences 
nndtipliéos ont conduit sur cette matière. 

Ainsi, nous supposerons que cette résistance est une 
force normale aux surfaces en chacun de leurs points, pro- 
portionnelle au carré de la vitesse relative de ce point et 
du milieu, estimée da?is le sens de la normale, ainsi qu’à 
la densité du fluide. Il suit de là que la résistance exercée 
sur une sphère en mouvement est directement opposée au 
mouvement de son centre, cl proportionnelle au carré de 
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son çâyon. Si ou Ja divise par la masse de la sphère, on 
aura la force qui en résulte pour l’unité de masse. 

Soient p la densité du fluide, que nous supposerons en 
repos, D celle de la sphère, r son rayon, v sa vitesse, la 

résistance appliquée à l’unité de masse sera y g-, y dési- 


gnant un coefficient constant. Pour plus de commodité 
dans nos calculs, nous rapporterons cette force à la pesan- 
teur, et nous désignerons par K la vitesse qu’il faudrait 
supposer à la sphère donnée, pour que la résistance qu’elle 
éprouve devint égale à son poids , c’est-à-dire pour que l’on 

eut y ~~ = g. Alors la résistance appliquée à l’unité de 


masse sera g—j : et c’est sous cette forme, où l’homogénéité 

est mise en évidence, que nous l'emploierons dans les cal- 
culs qui vont suivre. 

183. Mouvement descendant. — Nous commencerons 
par le cas où le point matériel se meut dans le sens de la 
pesanteur. Soient A (fig- 4p) 1° point de départ, et x la 
distance du mobile à ce point après un temps quelcon- 
que t , au bout duquel il a acquis la vitesse v. Kn dési- 
gnant par <f la force accélératrice, on aura 


f * b K 1 K 1 1 ' dt 


d"où 


dt — — ,l " 


et intégrant , 


g K/ — <’ ’ 


, = 2Li.^±l 

le K — i- 


Nous n’ajouterons pas de constante, parce que nous sup- 
posons que la vitesse soit nulle au point de départ. 
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On tirera de là 

Ugt 

K. + « TC’ 

K — I- 4 


S‘ g‘ 




K‘ g‘ 


*0 + C; 


e K +e K 


x devant être nul en même temps que t , on doit avoir 


d’où résulte 


t 2 ) 


C=— — l. 2, 

g 


K. 3 (c K + e K 

Æ ~ 1. \ 


On a donc ainsi à chaque instant la position et la vitesse 
du mobile; ce qui forme la solution complète de la ques- 
tion. 

On aurait pu exprimera: en fonction de e, en rempla- 
cée . ... 

çant <p par — » ce qui aurait donne 


vdf> sr 


d’où 


K’ r vriv K 3 

5 '-M + c, 


«t comme on a à la fois v — o, x = o , il en résultera 


K 3 

C — — 1. K 3 , 
2 S 
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3.55 


et par suite 

( 3 ) 


V K» 
o.g 'K* — p’ 


La valeur de r en fonction de t montre qu’elle est tou- 
jours plus petite que K, mais qu’elle tend vers cette 
limite à mesure que t augmente, parce que l'exponentielle 

_*? . . Sf? 

IC 

e tend vers zéro. Le mouvement tend donc à devenir 
uniforme, et la vitesse a pour limite celle qui rend la 
force accélératrice égale à la force retardatrice. Cet état 
n’a jamais lieu rigoureusement ; mais le mobile s’en ap- 
proche indéfiniment, et d'autant plus rapidement, que 
_sj 

e K décroît plus vité, ou que K est plus petit. Or, nous 
avons trouvé 



donc le mouvement devient sensiblement uniforme, d’au- 
tant plus promptement et avec une vitesse d’autant moin- 
dre, que le milieu est plus dense, et que le mobile a un 
moindre rayon et une moindre densité; ce qui est con- 
firmé par l’expérience. 

184. Si la densi lé du milieu est supposée nulle , le mo- 
bile n’est plus soumis qu’à l’action de la pesanteur, la 
quantité K devient infinie, et l’on a, én supposant qu’on 
ait à la fois t = o, e=o, x = o, 

dv ftx 

f — V ~Z t = -J t ' $' ■. 

et par suite, 

st ■ ’ - . 

x =z=— i et p 1 = igx. 


Ces diverses formules, déjà obtenues précédemment, 
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peuvent se déduire des précédentes en y faisant R infini. 
En effet, si on développe les exponentielles , l’équation (x) * 

donne, en supposant ^ — o , v=gt\ l’équation (3), qu’on 

peut mettre sous la forme 


a* \ *V 


donne, en développant le logarithme, 


K- e<_\ . 

: ~ 2 g l K’ aK * / ’ 


supprimant le facteur commun K’ et faisant ensuite K 
infini , on obtient 

'..«>* 

X — ? OU P* = 2 gX. 

2g 

18o. Mouvement, ascendant.. — Soit A (fig. 5o) le 
point d’où part le mobile; prenons toujours la direction 
AX de la pesanteur pour le sens des x positifs , et soit — a 
la vitesse du mobile au moment du départ, on aura 

tiv V * S? 

— — s -t- g — ■ — — fi>’ -f- K’i 
dt e s K’ K 3 ' 1 


, K 1 dv . 
g K’ 

et intégrant, en observant que l’on a en même temps 
t — o, J v = — a , 

gt V a Kv •+ Kn 

- = arc rang - -+■ arc tang - = arc tang — , 

<v iv tV K — va 


Ki’ -t- K« Pt 
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et par suite 


e= K 


KsinS-f — -acos — 
K R 


dx 


. gt v gt dt ’ 

asm — -f-Kcos^r 
R R 


d’où l’on déduit 


/ >Ks in|' — acos fr 

* = K / * * rff 

«sing + Kcos^. 

= _ £ J . ( a sin g + K cos^ ) + U C. 

La constante doit être telle que l’on ait à la fois t= o, 
jr =s o , ce qui donne 

x= -7 L (é sin l+ C0S K)- 

Le problème est donc entièrement résolu , puisque , pour 
toute valeur de t, on peut assigner la position et la vitesse 
du point , et par suite la force qui le sollicite. 

Le mobile cessera de monter quand \> sera devenu nul : 
la force sera g à cet instant et le fera descendre; mais 
alors la résistance chabgera de sens et on retombe dans le 
premier cas. La valeur 0 de t correspondante à cet instant 
est donnée par l’équation 


• Ksin^~ — acos^ = o, 
R R 

La valeur de x devient 


d’où 


gQ a 

tan 4=K 


K’, «’-f- 

X — 1 . — * 

2g K J 


K» 


C’est la distance de l’origine A au point le plus élevé B. 
A partir de ce point, le mouvement peut être déterminé 
par les formules relatives au premier cas, si l’on prend ce 
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point pour origine. Cherchons quelle vitesse aura le mo- 
bile quand il repassera en A, et quel temps il mettra à y 
revenir: . . _ . ' ' - . 

Égalons pour cela la distance AR ou ^ 1. à la 

valeur de x donnée par Ja formule (3), il en résultera 


o’.-+- K> 


K 1 — v 1 


d’où v 1 — ' a 1 ■ 


K 3 


Le mobile revient donc, en A avec une vitesse moindre 
que celle qu’il avait au moment du départ, et d’autant 
moindre que K. est plus petit. 

Pour connaître la valeur 9 de t relative à cet instant, il 
faut dans l’équation- (a) substituer à x la valeur particu- 
lière 


et l’on aura 


K’i a’.-t-K’ 

*g K 5- ’ 


/fit’ 


' K 


d’où 




g«' 


ou, en posante 


R K 

* = K ’ 

R 


; ... 

Z 1 !+l=0. 

$£' 

Cette équation étant réciproque donnera à la fois e 14, 

g»' 

et e * ; on aura, en prenant la plus grande racine, 

Ht 3 . 


g»' _ 

„K~ a + ^’+K' . t K, a + V 7 '»’ 

e j—,- don 9= ? 1. T 


\ 
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et le temps total écoulé entre le départ et le retour aura 
pour valeur 


9 + 


9' = -.^arctang- + l.— g )■ 


186. Autre loi de résistance. — Supposons mainte- 
nant la résistance proportionnelle à- la vitesse, et repré- 

P 

seutéeparg— , K étant la vitesse qui rendrait la résis- 
tance égale au poids du corps .que Ton considère; si le 
mouvement est dans le sens de la pesanteur, on aura 


»=£<*—>== 


d V 
dt ’ 


d’où 


K r dv ' K , 

'=•- « l.(K-r +C. 

gJK — v g 

Si la vitesse initiale est nulle, on aura 


et par suite 
d’où 


C= -l.K, 
g 


f = ’ — — 1. K 9 


g ' K 


On aura .donc 


K. — V K „ r • K \ dx 

r*- 


. . * = K j r (.-r ï )'* = E,+ï.' î + C, 

et comme onax = o pour t = o , on aura 

■wtâm k * . *. ■ 

g ' - 


, 7- 
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et par conséquent 



La valeur de v apprend que la vitesse tend indéfini- 
ment à se réduire à K, c’est-à-dire à celle- pour laquelle 
la résistance est égale au poids du mobile. Quant à la va- 
leur de x, elle croit indéfiniment. 

187. Dans le cas où le mobile aurait une vitesse ini- 
tiale a et ne serait pas soumis à. 1 action de la pesanteur, 
mais à la résistance seule du milieu, on aurait 


- p dp Krfr K . „ 

? = — dt ~ ’ t = I . -h C ; 

K dt g v g 

* 

et comme on a v = a , pour t =± o , il en résulte 

„ K, K v 

C= — l.o, et t — l.-j 

g, g a 


d’où 


On tire de ià 


_g_‘ 

_ K_ rfj- 

— ~ dt 


_e 

R . «K K 

e dt — c 

g 


-C, 


et comme 011 a en même temps t = o., x = o , on aura 


r aR . «R 

C. = — et par suite .r = — - 
S g 




On voit que la vitesse a pour limite o, à mesure que le 

temps augmente indéfiniment; et x a pour limite — : de 

sorte que le point tend indéfiniment vers une position dé- 
terminée, qu’il ne peut jamais atteindre. 
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188. Mouvement vertical d’un point dans le vide. — 
Supposons un point matériel placé en A (/ig- 5i) au- 
dessus de la surface de la terre, et attiré vers son centre O 
en raison inverse du carré de la distance. Prenons le point 
A pour origine des x que nous regarderons comme posi- 
tifs dans le sens de la pesanteur; et désignons par g cette 
force appliquée à l’unité de masse, placée à la surface de 
la terre, à la distance r du centre. On aura, d’après l’hy- 

pothèse , çp = ;, en posant OA —a. L équation à 

intégrer sera donc 

d*x gr' 


dt' 


(fl-r- Xf 


Elle devient, en la multipliant par ic Ix, 


d'x dx 

2 ——dx— 2g r' - — ■ -• 

dt' 0 (« — . xf 


dî ) cor " 

respondante à l’accroissement dt.,. et le second est celle de 

correspondant à l’accroissement dx relatif à dt. 
a—x - f 

Donc les intégrales ne peuvent dill'ércr que d’une con- 
stante , et l’on aura 


/ dx\ 1 2 gr' ,, 

— =-2 + C = e J . 

\ dt j a — x 


Nous supposerons la vitesse nulle au point A, d’où résul- 
tera 

C — _ , 

a 

et par suite 

'(.) . (çy =a w_i — 

. V dt j 3 \n — x a J a a — x 
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Cherchons maintenant x en fonction de t. Or, ou tire de 
cette équation, en observant que dx et dt sont de même 
signe, * 



Comme on doit avoir x'—o pour f = o, la constante 
sera nulle, pourvu qu’on prenne zéro pour l’arc dont le 
cosinus est l'unité. Le problème est donc 'complètement 
résolu ‘puisque, pour une valeur quelconque de x , on 
peut déterminer l’instant où le mobile y passera , et la 
vitesse qu’il aura. Réciproquement , pour une valeur don- 
née de t, on connaîtrait la valeur de x par la résolution 
approchée d’une équation numérique, ou par la construc- 
tion de la courbe représentée par l’équation ( 2 ), dans la- 
quelle t représenterait l’ordonnée. , , 

Ces formules ne s’appliquent qu’autant que le point ne 
pénètre pas dans l’intérieur de la terre; clics ne s’éten- 
dront donc que jusqu’à x — a — r. Au delà de ce point, 
la force devient proportionnelle à la distance au centre, 
et le mouvement est représenté par des équations dilUé-* 
rentes que nous allons déterminer. 

1 89. Nous supposerons , pour plus de simplicité , que lo 
mobile parte du point A (Jig. 02 ) de. la surface de, la terre 
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avec une vitesse nulle; nous prendrons l'origine des x au- 
centre, à cause de la symétrie par rapport à ce point, et' 
nous regarderons les x comme positifs dans de sens OA. 
L’expression de la force sera v 


x d 1 x 

1 ? 


1 = 


Multipliant par idx et intégrant, il vient 

, , Xfi=~*T+' . 

et comme on a y ==‘o pour .x? — r, on aura C = gr , d’où - 

(3) 


m-iv-w 


Il reste à trouver une équation entre x et t. Or-, celle-ci 
donne - " . • •• . 


y § — x 1 T ‘ - -j* 


nous prenons le signe ; — pour la racine carrée , parce 
que dx et dt sont de signes contraires, tant que le mou- 
vement a lieu en sens contraire des x positifs. On obtient, 
■en intégrant, 




- X 

arc cos 

r- 


La constante est nulle , ‘puisque l’on a en même temps 
t= o, x — r. Cette équation, résolue par rapportât, 
devient, . * 


(4) 


x = rcos.t 




La valeur de v>* montre que la vitesse est maximum 
^îand le point passe au centre , et qu’elle redevient nulle 
pôur.r = — r, c’est-à-dire à l’extrémité- opposée du dia- 
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mètre. Le point se trouve alors dans les mêmes circon- 
stances; il revient donc vers sa première position par un 
mouvement identique au premier, et l’on aura un nom- 
bre indéfini d’oscillations semblables. La vitesse ne dépen- 
dant que de x* est la même pour deux positions situées, à 
égale distance du centre. 

On voit , par l’équation entre x et t , que le point arrive 

centre après un temps égal à < l uc pour des 

époques également distantes de cet instant, les distances 
au centre sont égales, et que le point arrive à l’extrémité 

du diamètre après un temps égal à r et qui exprime 

par conséquent la durée de l’oscillation 

190. Les formules précédentes se réduisent sensible- 
ment à celles du mouvement uniformément accéléré, 
quand on suppose l'espace parcouru très-petit par rapport 
à la distance au centre; ce. qui revient à supposer la force 
sensiblement constante. 

Ainsi l’équation (i)-peut se mettre sous la forme 


V ■ = •J.S.T . 


Soit 


h étant très-petit par rapport à r et représentant l’élé- 
vation du point A au-dessus de la surface de la terre; 

• se réduira à l’unité , en négligeant les quantités de 


r* 


l’ordre de-, et l’on aura, à ce degré d’approximation, 

<>’ = 2 gx. 

Passons à la formule ( 2 ). On aura 

)i 
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remplaçant a par r+ A, et négligeant les termes où entrent 
les' rapports - » - , il restera \/x, et la première partie de t 


sera 

V 2g 


De même , en. développant arc cos - — — , ou bien 


a 


2 v (UC - 

arcsin , ou trouvera, que l'a seconde partie peut 


être réduite à 


— » et l’on aura 
2 g 

r~x 

r = 2 t / — , ou x = 

V 2g. 


2Ü-\ 

2 


Dans la seconde question, les espaces parcourus sont 
v — x, et si ou les suppose très-petits par rapport à /’, la 
formule (3), qui peut se mettre sous la forme 

e’ = g(r— x)— — , 


se réduit sensiblement à 

— 2g(r — x); 

la formule {4) développée devient 




Si l’on négligé les termes qui renferment r en dénomina- 
teur, ellese réduit à * *• 


r~x = ¥- 
2 


191. Remarque relative aux solutions singulière f. — 
L’équation différentielle du mouvement d’un point, jointe 
aux circonstances initiales, détermine complètement le 
mouvement de cr point pendant un temps indéfini: Mais 
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quand ou intègre cette équation, il faut avoir soin de 
11’omettrc aucune de ses solutions, et tenir compte aussi 
bien de celles qu’on appelle singulières que de celle qu’on 
désigne sous le nom à' intégrale générale. Le problème 
suivant donnera un exemple d’un mouvement qui est 
représenté jtxsqu’à une certaine époque par l'intégrale gé- 
nérale, et depuis cette époque, par lintégrale singu- 
lière. 

. Supposons un. point en mouvement dans un fluide dont 
la résistance soit proportionnelle à la puissance m de la 
. vitesse, m étant compris entre o et i. Il part de l’origine 
des x avec une vitesse a dans le sens des x positifs, 'et 
n’est soumis à aucune autre force que la résistance du 
milieu. L’équation de son mouvement sera 




k désignant une constante connue. On tire de celle équa- 
tion • • . . . 

v~ m dv = — kdt , 

et par suite 

(a)- ’ — (i — m)kt. 

Observons que la puissance fractionnaire v m 11e com- 
porte dans aucun cas le double signe dans l’équation diffé- 
rentielle , et qu’il est entendu qu’elle sera toujours considé- 
rée comme implicitement positive, sans quoi l’équation (1) 
ne représenterait pas les conditions de la question méca- 
nique. Il faut donc, daus tout le reste du calcul , consi- 
dérer l’exposant m comme no donnant qu’une valeur 
positive à la puissance de e où il entrera; et, lorsqu’une 
équation lui donnex-a une valeur négative, elle ne repré- 
sentera pas le mouvement du point. 

Nous avons dit qu’il fallait considérer toutes les solu- 


Digitizèd by Google 



PRF.MIÈBÏ ANNÉE. OTNAM1Q0K. 26j 

tions de l’équation ( i ) ; il faut donc tenir compte des solu- 
tions singulières, qui se réduisent à 



La solution complète du problème proposé est donc don- 
née par les équations- (2) et ( 3 ), et il ne s’agit plus que 
de reconnaître laquelle on doit considérer à un instant 
donné quelconque. . .. ... 

Or, il est évident qu’au moment du départ, la vitesse 
étant a , et ne pouvant être détruite que dans un temps 
fini, on ne devra pas faire usage de l’équation ( 3 ) dans le 
commencement du mouvement! On devra donc prendre 
l’équation (2). Mais on n’en devra faire usage que jusqu’à 
l'époque pour laquelle on aura . . • * 

a‘~ m 

(1 — ou /= r-r, 

' [l ~ lit) A 

parce qu’au delà on aurait une valeur négative pour e‘~ m , 
ce que nous avons vu ne pouvoir convenir à la question 
mécanique proposée. Jusqu’à cette .valeur de t , l’équa- 
tion ( 3 ) ne peut convenir , mais elle est satisfaite à cette 
époque, et elle devra l’être indéfiniment ensuite, puisque 
l’équation (2) ne peut l’être et que le problème a certai- 
nement une solution , qui 11c peut êire représentée que par 
l’une ou l’autre de ces deux équations. 

Il suit de là que depuis t = o jusqu’à t = ^ ou 
aura 


= — (1 — ni )/-/] 1 m , 


et depuis cette dernière valeur de t jusqu’à t = ao , on aura 
v = o, et le point restera immobile dans la position où il 


sera arrivé au bout d’un teinp ’ ' ’ 


a'~ m 


>s ei 


a 
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Nous pouvons maintenant intégrer l'équation ( 2 ) après 

avoir remplacé v par “,-et nous savons jusqu’à quelle 

valeur de t elle donnera la valeur de x qui convient à la 
question ; de sorte qu’il n’y aura plus aucune discussion 
à faire. On aura ainsi » 

1 

et par suite , en exprimant que pour t — o on a x == o, 

*. * * 3 — m • 

[fl' - " — ( 1 — m) ki\ a’’-” 

• (2 — m)k (2 — m) k 

■ I , . t _ v 

Le point où s’arrêtera le mobile correspondant à 

a'~ m =z= (1 — rn)kt aura pour abscisse . Il était 

r (2 — »)* 

d’ailleurs bien facile de reconnaître à priori que si à une. 
certaine époque la vitesse du point devenait nulle, il res- 
terait constamment 'dans la position où il se trouverait 
alors. En effet , un point placé sans vitesse dans un mi- 
lieu, résistant suivant une fonction quelconque de la 
vitesse, restera indéfluiment dans la position où on l’aura 
mis , puisque aucune force ne lui sera appliquée ; il n'aura 
aucune tendance à se mouvoir d’aucun côté, et restera 
perpétuellement en repos. 


Du mouvemenl d'un point libre sollicité par des forces 
quelconques. 

192. Les diverses positions du point matériel pouvant 
n’ètre pas comprises dans un même plan , nous les rap- 
porterons à trois axes rectangulaires. Si nous désignons 
par ,r, y, z les coordonnées du point, pour une quel- 
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conque de scs positions, correspondante au temps / , le 
mouvement sera complètement déterminé, si l’on peut 
obtenir trois équations entre x, y, z, t; car on pourra 
connaître à un instant quelconque les valeurs de x, y, z 
et par suite la position du point. On en déduira facile- 
ment le lieu de toutes ses positions successives, que l’on 
nomme sa trajectoire :j\ suffira d’éliminer t entre les trois 
équations; il en résultera deux équations entre x, y, z 
qui , ayant lieu pour tous les points par lesquels passe le 
mobile, 11e seront autre chose que les équations de sa tra- 
jectoire.' 

Le mouvement étant déterminé, tout ce qui s’y rap- 
porte doit l’être également. Ainsi, la vitesse du point à 
chaque instant est déterminée par les trois équations 
données, ainsi que la résultante des forces qui sollicitent 
le point à chaque instant. Nous allons chercher les for- 
mules au moyen desquelles on peut déterminer la direc- 
tion et la grandeur soit de la vitesse, soit de la force, 
d’après les fonctions de t qu’expriment x, y et z. Elles 
pourront servir indifféremment à déterminer ces quan- 
tités d’après le mouvement, ou le mouvement d’après 
elles. 

193 . Vitesse. — Nous avons déjà, donné l’expression 
de la vitesse dans un mouvement quelconque rectiligne 
ou curviligne ; il 11c reste donc plus à déterminer que sa 
direction, que l’on appelle aussi la direction du mouve- 
ment. Gr, ce que l’on appelle direction d’une courbe en 
un de ses points, c’est celle de la tangente. Nous enten- 
drons donc par direction du mouvement ou de la vitesse 
d’un point, celle de la tangente menée en ce point à 
sa trajectoire; c’est la limite de la direction du mouve- 
ment rectiligne d’un point qui décrirait un polygone 
inscrit à cette courbe et .qui s’en*rapprocherait indéfini- 
ment. 
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Si l’ou prend sur la direction de la tangente une lon- 
gueur égale à la vitesse, et que l’on construise un paral- 
lélépipède dont elle soit la diagonale et dont les arêtes 
soient parallèles aux axes , ces arêtes se nomment les com- 
posantes de la vitesse parallèles aux axes : elles sont, les 
projections de cette vitesse sur les axes. En général, la 
projection de la vitesse sur une direction quelconque se 
nomme la vitesse estimée suivant cette direction. C’est la 
vitesse de la projection du point sur cette direçtion. 

Soit donc v la vitesse en un point quelconque de la tra- 
jectoire, ses composantes auront pour expressions 


dx 
V ds ’ 


•I- 


dz 

J 7s ’ 


v étant une grandeur non susceptible de signe , et ds étant 

toujours supposé positif; chacune de ces composantes sera 

positive ou négative, suivant que la projection du point 

sur l’axe correspondant se mouvra dans le sens des coor- 

• ■ A ds 

données positives ou négatives. Et comme on a v'== — , 

les composantes de la vitesse seront respectivement repré- 
sentées en grandeur et en signe par 

dx dy dz 
... dt ’ dt' dt 


Si la force appliquée au mobile cessait subitement 
d’agir, il est facile de démontrer qu’il se mouvrait suivant 
la tangente à la trajectoire. En effet, on sait qu’il se mou- 
vra uniformément et en ligne droite. Concevons trois 
axes de directions constantes, et dont le point de ren- 
contre ait précisément ce même mouvement, et rappor- 
tons-y le mouvement réel du point donné sur la courbe; 
ce mouvement relatif sera , d’après un principe général 
admis précédemment, le même qui aurait lieu par rapport 
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à des axes fixes, si on plaçait le mobile sans vitesse à leur 
point'dè rencontre, ét qu’on lui appliquât la force même 
qui le' sollicite dans son mouvement réel. Or, l’espace 
qu’il parcourrait ainsi dans un temps infiniment petit du 
premier ordre serait un infiniment petit du second ; tan- 
dis que celui que parcourrait en même temps l’origine 
mobile serait du premier. Donc, si sur la direction rec- 
tiligne que suit le point après la suppression de la force, 
on prend une quantité infiniment petite du premier 
ordre, elle est à une distance infiniment petite du second 
ordre, du point sur sa trajectoire. Donc enfin çette direc- 
tion rectiligne ne peut être que la tangente à cette trajec- 
toire. « 

194. Direction et intensité de la force. — Cherchons 
maintenant quelles relations il y a à chaque instant entre 
les fonctions du temps, qui expriment les coordonnées 
d’un point matériel animé d’un mouvement quelconque, 
et la grandeur et la' direction de la force qui produit ce 
mouvement. 

Soient M (fig. 53) la position du point à un instant 
quelconque , ar, jy, z ses coordonnées., v sa vitesse, dont 

les composantes sont <j> l’intensité de la force 

qui sollicite à cet instant l’unité de masse, et par consé- 
quent TO<p la force qui sollicite le point dont m désigne la 
masse; soit enfin MU la direction suivant laquelle «lie 
agit lorsque le point est en M, et a, ë, y les angles qu’elle 
fait avec les axes. . 

Si la force cessait d’agir à cet instant, le point se mou- 
vrait avec la vitess’e constante e, suivant la tangente à 
la ligne qu’il décrit et que l’on nomme sa trajectoire , 
et si l’on conçoit un Système animé, de ce même mouve- 
ment uniforme, le point y conserverait constamment la 
même position relative. Or, d’après un principe précé- 
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dem'ment admis, si la force agit sur lui, toutes les cir- 
constances de son mouvement par rapport aux ■points de 
ce système seront les mêmes que s’il était en repos et 
que le point mobile eût une vitesse nulle en M. Dans ce 
dernier cas, il décrirait sur la direction MU de la force , 
dans un temps infiniment petit 0 , un espace MN égal 

et ayant pour projections sur les axes , 


— COS a , 
2 




en observant que la direction et la. grandeur de la force 
peuvent être considérées comme invariables dans un in- 
tervalle de temps infiniment petit. 

Si donc on ajoute ces trois quantités respectivement aux 
valeurs acquises après le temps 0 par les coordonnées du 
point M, considéré comme appartenant au système dont 
le mouvement est uniforme, on aura pour l’expression 
des coordonnées du point dans son mouvement réel, après 
l’intervalle de temps 9 , 

dx „ <p8’ dy „ q>6 J 

x -+- — 8 — — cosa , y -f- — 8 4- — cos 6 , 
dt 2 dt 1 

dz œô 5 

* _f '5r 0 + T 00 * 7 ’ 

en observant toutefois que les troisièmes termes sont en 
erreur de.quantités infiniment petites par rapport à eux- 
mêmes, provenant des variations infiniment petites qui 
ont pu s’opérer pendant l’intervalle 8 dans les quantités 
9, a, ê, y. 

Mais si l’on considère que cj^ns le mouvement absolu 
du point, ses coordonnées sont des fonctions continues du 
temps, dont les dérivées sont, en général, continues, 
leurs valeurs seront, après l’intervalle 9 , en négligeant 


I 


1 
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’ * . ' • . « 
1rs quautités infiniment petites pâr rapport à Ô*, 


dx d'X 8 1 

x+ in^^~dF^ 

«r* . - • • * * 


dy . d'yil' . À. d'zQ': 
* dt ■ 2 dt dt' 2 ■ 


La comparaison de ces expressions aux précédentes donne, < i .. 


8 1 


en divisant par - , , 


d'x 


dy 


d'z 


( ffï = <? c°S3 , ^ — ? cosê, — = T cos 7) 




équations rigoureusement exactes, puisque les termes né- 
gligés seraient encore infiniment petits après la division 

par - , et par conséquent disparaissent à la limite. 

2 . * * 

Ainsi, dans le mouvement le plus général d’un point 
matériel libre , on a , en désignant par X , Y, Z les com- 
posantes de la force appliquée à-l’unité de masse, i j 


(»)<- ; 

et par suite 


d'x ^ d'y ^ 


(k ' 


dt ' 


_Y ’ ■ df-'- 


■ .T 




. . » ffd'xx' ' /d'y\' / d'z\' 

■ ,= vbr(4 + W’- ■“ 


-d'x 


dy 


dt ' „ ■ rff* 

COSa=— , . COS Ç “ — V— 'i 

Ï- • 


' rf ! z 

* 3P. 

cosy = • 

. ? 


Si X , Y, Z désignaient les forces appliquées à la masse /« , 
on aurait évidemment- '. k - ‘ * - -V 

- * » . v ' ’r ' / , 

d'x . rfV _ W ! 3 

»! — — = X, »!-; — = Y. tn — — =r Z . 

<&*' ’ Vft 1 ' dt'. ^ . 

. , ; ” * .. • .M ' ■ t * 

195. Si les valeurs de x, j , z sont'données en fonction 
de on connaîtra, par de simples différentiations', les 
composantes de la vitesse à chaque- instant,, qui sont 
i rr annét. ' ■ 1 8 
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—, ‘!f , ~ ' et par suite la direction et la grandeur de la 
dt dt - Ht .. .. 

vitesse; On connaîtra de même les composantes de la force 

accélératrice «ai sont -, - > -r4, ? -r-Vet'qüi déterminent la 
1 'dt 1 dt- <u 2 1 

direction et la grandeur de cette force. 

. Si, au contraire, on donne les composantes de la force 
accélératrice en fonction de x,-y, z , t , il s’agira d’intégrer 
les équations (i); et les six constantes arbitraires seront 
déterminées par les six équations que l’on obtiendra en 
exprimant qu’à une époque donnée , par exemple au com- 
mencement du mouvement, les coordonnées du point et 
les composantes de sa vitesse ont des valeurs données. 
Lorsque la Composante X ne dépend que de x et t , Y dejy 
et t,;' Z de a et t, on peut traiter séparément chacune dé 
ces équations. Les projections du point sur les axes ont le 
même mouvement que des points matériels distincts qui 
auraient même masse que le premier et seraient sollicités 
respectivement par les composantes de la force accéléra- 
trice qui agit sur le point donné, et la question sera ré- 
duite au mouvement rectiligne. Dans tous les autres cas, 
quoique l’accélération du mouvement des projections soit 
toujours la même que celle de points ayant même masse 
que le point donné et se mouvant sur chaque axe sous 
l’inflùence de forces égales' aux composantes de la force 
donnée ,' on ne peut plus considérer séparément les mou- , 
vements de ces trois points, parce que la force qui agit 
sur chacun d.’eux dépend -du mouvement des- autres. Si 
l’on peut intégrer ces équations simultanées , on aura les 
équations de la trajectoire en éliminant entre elles la va- 
riable t. \ > 

196. Formules du mouvement relatif. — Dans ce qui 
précède , nous avons rapporté le mouvement dü point M à 
trois axes fixes, Considérons-le maintenant par rapport à . 
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'trois axes mobiles, parallèles aux premiers et se. coupant 
en un point Ü (fig. 54 ), dont les coordonnées variables 
soient représentées par a T b, c. Si nous posons 

(a) Jr = rf + jr', y=zb-i-jr'‘, ' z '=cy-z', * 

x,j , z sont les quantités qui déterminent le mouvement 
relatif du point M. Les équations (2) donnent 

(3) <ty'_<lr <lb ,h^_dz de 

. rit Ht Ht y -dt ~dt dt ’ 'dt~’dt~~dt i \ 


ce qui montre que les composantes de la vitesse relative 
du point M sont respectivement égales aux composantes 
de sa vitesse absolue, diminuées de celles de la vitesse „■ 
absolue du point O. Dififércntiant les équations (3) et ayant 
égard aux équations (1), en obtient,, en remplaçant. 
fl 7 x d 7 y d 7 z 

dU’ ~dF’ dô par l eursValeur s X, Y, Z,.' 


.( 4 ) 


d 7 x' v d‘fi 
~d^ r ~ 1^ ■~~dF , 


cl Y_ y d 7 l) d-z r • d 7 C 

dt 7 dt - dt 7 ' dp' 


Sia, b, c sont des fonctions connues de t\ X, Y, Z étant 
d’ailleurs des fonctions données de x, y, z , t, et par con- 
séquent des fonctions connues de x',y'.,z\ t, on pourra 
intégrer les équations (4). Les six constantes qui s’intro- 
duiront par ce calcul se détermineront par les valeurs ini- 

tiales de a? ,y , 2 , — , ~ > — , lesquelles seront données 

au moyen des équations (2) et ( 3 ), puisque l’orf y connaîtra 
les valeurs initiales des coordonnées et des composantes de 
la vitesse absolue de chacun des deux points. .. 

Les valeurs de x\ y', z seront donc les mêmes que se- 
raient les coordonnées absolues d’un point qui serait solli- 
cité par une force absolue ayant pour composantes les 
expressions (4), et pour ait esse et position initiales, la 
• • *18. 
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vitesse relative et la position relative initiales. Le mou- 
. yeraent relatif est donc identique au mouvement absolu 
dont les données seraient celles que nous venons d'indi- 
quef, et par conséquent toutes les propriétés du mouve- 
ment absolu subsisteront pour le mouvement relatif. - _ 
Si , au lieu de donner le9 coordonnées a -, b, ce n fonetion 
de t , on donnait seulement les-composantcs A , B , C de la 
force accélératrice qui sollicite le point matériel O, on 
aurait . . . • 







et , au lieu des équations (4) , on aurait les suivantes : 


m 


d , x' 


rfV 


r£z 

Ht 


7 — Z — C, 


qui montrent que l'accélération relative de M r parallèle 5 - 
ment aux trpis axes, est égale respectivement aux compo- 
santes de la force accélératrice qui le sollicite, diminuées 
de celles de la force accélératrice qui sollicite le point O; 
ce qui donne les composantes de ce que nous appellerons 
. la force relative, et que l’on obtiendrait en composant 
la, force appliquée au point M et une force égale, paral- 
lèle et contraire à celle qui est appliquée au point O. Elles 
font voir, en outre , que si Von appliquait à chaque instant 
aux deux points des forces accélératrices égales-, le mou- 
vement par. rapport aux axes mobiles ne serait pas 
altéré, parce que les termes qu’elles introduiraient dans 
les seconds membres des équations (6) se détruiraient. 

Les équations (o) et (6) peuvent être considérées, en 
ayant égard aux équations ( 2 ) , comme ne renfermant que 
les six quantités a , b, c, x\y' , s' et t\ on peut donc en 
déduire x' , y' •, z' en fonction de t. Les constantes se dé- 
termineront au moyen des valeurs initiales de a, b , c, 


JSigitized by Google 



PREMIER K ANNEE. 


I>YPÎAM1QÜ E . 


2 77 


xti.y', z et de leurs dérivées par rapport à t. On connaîtra 
ainsi le mouvement relatif-du point M, et tous les théo- 
rèmes sur le mouvement absolu s’y appliqueront. Si'les 
seconds membres des équations (6) ne dépendaient que de 
y, y\ z*', ces équations feraient connaître ces trois quan- 
tités, et par suite le mouvement relatif- Nous verrons 
plus tard un exemple remarquable de ce cas particulier. 

• On peut encore arriver par Une autre voiê aux propo- 
sitions précédentes.. . 

Bemarquopfe d abord que nous ne* changerons rien aü 
mouvement relatif dés deux points en. leur imprimant dès 
vitesses égales et parallèles qui se composeront avec cellès 
dont ils sont déjà animés, . pour Vu que toutes les forces 
agissent ensuite sur l’un et l’autre de 1« même- manière 
qu’elles -l’auraient fait si l’on n’avait pas communiqué ce 
mouvement commun. Or, si nous imprimons au système 
une. vitesse égale, parallèle, et contraire à la vitesse ini- 
tiale du point O, celui-ci seca immobile, et le point M 
aura pour vitesse initiale la résultante de la sienne propre 
et de celle du point O , prise en sens contraire. 

Si maintenant nous appliquons à chaque instant aux 
deux points des forces accélératrices égales et parallèles , 
elles leur communiqueront, dans un même temps infini- 
mentpetit, des vitesses égales et parallèles qui-naltére- 
ront en rien leur mouvement relatif. Or,’ si nous appji T 
quons ainsi des forces égales et contraires 'à' celle qui 
sollicite à chaque instant le point- O:, ce dernier restera 
constamment immobile; et le point M sera sollicité par la 
résultante de la force accélératrice qui y ës.t directement 
appliquée et d’une fefree égalé , parallèle et contraire à 
celle qui est appliquée- a l’autre. Ses ; eoinposaiaes paral- 
lèles aux ases seront, d’après les notations déjà adoptées, 


Xi— A‘, Y — R, Z 
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Le mouvement relatif n’a pas été altéré par ces change- 
ments dans le mouvement absolu du point M , et ce der- 
nier est devenu le mouvement relatif, puisque le point O t 
est devenu fixe. Désignons par x' , y!, z les coordonnées 
de M par rapport à trois axes fixes passant en O , on aura , 
d’après les formules du mouvement absolu , 


d'x' 

W 


— X — A, 


d\ r ' 


dr 


:Y_U, 


d'i' 

~iïr 


= z — c, 


Vit comme x\ y\ z sont identiques avec les coordonnées 
de M par rapport à trois axes passant par le point mobile 
O et transportés avec lui , il s’ensuit que les équations que 
nous venons de trouver subsistent en considérant x',y' , z' * 
comme les coordonnées relatives de M , et l’on retombe 
ainsi sur tous lçs résultats qui avaient été obtenus par les 
premières considérations. , • * 

’ • r 9 ' l 

. Principe des dires. ’ . . .. . ^ ■ 

, .. , * - r * - ' : 

197. Lorsqu’un point matériel est sollicité par une 
force dont la direction passe par un point fixe, pris pour 
origine des coordonnées, les cosinus des angles formés par 
la direction de cette force avec les axes doivent être pro- 
portionnels aux coordonnées x,y, z du point, et comme ' 

• (i‘Y 

ils sont aussi proportionnels aux composantes — , - 


de 1 dr 


d'z 

di 


- de la force accélératrice , on aura 


(«) 

d’où l’on tire 


d'x 

dtf 

x 


dy 

dr 

y 


d'z 

dT‘ 


d'z d'y 


de 


dr- 


d'x il z 

5 — ; X— - : 

dr dr 


d‘r. 
■ dr 


d'x 

Sir- 0 ’ 
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el, en intégrant par rapport à £, 


2 7 ‘) 


(a) ï%-4-± C, 4_4 l =C', x? , , 

dt dt dt dt dt dt 


A*. <?. 


sir on multiplie la première de ces équations par x, la se- 
conde pary, la trbisième par z, .et qu’on les ajoute, on 
^ trouvera l’équation suivante entre les coordonnées du 
point à un instant quelconque : . - 

Cr -+■ Gy -)-* C'z — o. 

■ . * _ 

Le point ne sort donc pas d’un plan passant par l’origine 
comme on pouvait le reconnaître à priori. 

Pour . interpréter les équations ( 2 ), soient r la projec- 
tion du rayon vecteur mené de l’origine au point mo- 
bile, sur Je plan XY, et 0 l’angle qu’elle forme avec l’axe 
des x. Nous supposerons que les angles croissent de l’axe 
des x positifs vers l’axe des y positifs,' de sorte qu’en "se , 
plaçant dans l’axe des z positifs, on voit s’exécuter de 
gauche à droite le mouvement du rayon qui décrirait les 
angles croissants. Nous regarderons les aires décrites. par 
un rayon vecteur comme croissant dans ce même sens; et 
il en sera de même pour chacun des autres axes, relative- 
ment aux deux autres plans. 

Cela posé, on aura l’équation générale 




dO 

dy ■ dx 

Y 

d’où 

dt 


tang 0 = - , 
x 


cos* 0 

x 1 

et par conséquent 


'• ■ • 

■. 

dy 

dx 

,<i9^ 

d\" 

.r-y* 

dt 

~ 7 . Tt~ 

' dt~ 

2 — — 5 

dt , 


en désignant par X" l’aire décrite par la projection r du 
rayon vecteur du mobile. . . • 


t. 


1 
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Si i’ou désigne de même par X et X les aires décrites par 
les projections de co rayon vecteur sur les plans ZX et ZY , 
les équation» ( 2 ) donneront : ' - 

G. <fk" _ çr 

Hl~a- ‘Ht ' 


13 ).. 

d’où 


_C. 
Ht ~ 2 ’ 


X = ict, V — \Q 't\ -Y.r~iCX 


çti supposant que les aires commencent avec de temps t. 

Ces équations montrent que lés aires décrites, à partir 
de cet instant, par les projections du rayon vecteur du 
mobile, croissent proportionnellement au temps. Et 
comme le mouvement du point s'effectue daYis un plan , il 
s’ensuit que les aires décrites par le rayon vecteur du 
mobile dans ce plan sont aussi proportionnelles au temps. 
La valeur de ccs aires peut s’exprimer facilement en obser- 
vant que- toute aire plane est égale-à la racine carrée de la 
somme des carrés de ses projections sur trois plans rec- 
tangulaires. On aura donc pour l’expression de ces aires 


Réciproquement, si les aires décrites par les projections 
du rayon vecteur sont proportionnelles au temps , la direc- 
tion, la force qui sollicite le mobile passe constamment 
par l’origine. Car alors les équations (3) auront lieu, et 
par suite les équations ( 2 ) qni , différentiées, donneront 
les équations ( 1 ); or, ces équations expriment que les 
cosinus des angles que fait avec les axes la direction de 
la force, et ceux qui sc -rapportent à la droite menée de 
l’origine au point (x,^, z ) sont proportionnels, et que , 
par conséquent , ces deux droites se confondent. ' 

. C’est dans ces deux propositions réciproques que con- 
siste le principe des aires pour un point matériel. 

198. Si le point. était sollicité par des forcos.dirigées vers 
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deux centres fixes, les équations (i)-ne seraient plus satis- 
faites ; mais la première aurait encore lieu en prenant 
pour axe des z la droite qui . passe par les deux centres. 
En effet, la résultante des forcés auxquelles le point est 
soumis, coupant constamment l’axe des z, scs compo- 
santes parallèles aux axes des x et des y §ont proportiou- 
tionnelles à ces deux coordonnées;, d’où résulte 1 équa- 
tion • . 


d-y d*x 
dt' J df 


et par couséquent le principe des aires a lieu , dans ce cas , _ 
pour tout plan perpendiculaire à la droite qui passe par 
les deux centres, 1 origine étant prise sur cette droite. 

11 est évident qu’il eu serait de même si, au lieu de 
deux centres, on en avait un nombre quelconque situé 
sur une même droite. • . ; ' 

199. Principe des aires dans le mouvement relatif- — 
Nous avons supposé, dans ce qui précède, que le centre 
d’action était un poiut Gxe , et que l’ou considérait le mou- 
vement absolu. Considérons maintenant le cas où la force 
à laquelle est dù le mouvement relatif, passé constam- 
ment par le point auquel ce mouvement est rapporté. > 
Soient a, 6 , y les coordonnées de ce point O ; r, y, z 
celles du point M dont on considère le . mouvoment par 
rapport à des axes parallèles aux xet y et passant toujours 
par le point O ; A , B , C les composantes de la force accé- 
latricc qui agit sur O , et X , Y, Z les composantes de Celle 
qui agit sur M: Posons 

x = a- t-x', 7=6+/', . z=7 + s'. 

.... < .. . j\ 

On aura par bjq>otbèse 

x — A.:Y — B:Z— cr-x 1 : y' :z\ . ; • 
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tPx’ d’y'-, ' d 2 z'- " 

dF ‘ dF ' dF 


■ y :* ! î 


d’où l’on tire 


— O , z — — 

dr 


On conclut de là que les aires décrites p^r les projections 
du rayon vecteur OM sur les plans d es x', y', z sont pro- 
portionnelles au tefnps ; que le lieu des positions de M, 
relativement aux axes des x', y\ z : est dans un plan pas- 
sant par O, et que l’aire décrite dans cc plan par le rayon 
vecteur OM est proportionnelle au temps. Et réciproque- 
ment , si ccs conditions ont lieu, la force accélératrice 
relative passe constamment par le point O. Les calculs qui 
conduisent à ces propositions sont identiques à ceux que 
nous venons de faire relativement à des axes fixes-. 


Principe des forces vives. 

2 U 0 . Si l’on désigne par X , Y, Z les composantes de la 
force motrice qui sollicite un point matériel dont la masse 
' est m , les équations générales de son mouvement seront 


d 1 x 

m W= x ’ 




d’z 

ni — — = Z. 
dt 1 


Si l’on ajoute ces équations , après avoir multiplié la pre- 
mière par 2 la seconde par 2 ~ , et la troisième par 

dz . ■ - 

2 — 1 il vient 
dt 


( de d 'x 
wj -I 2 — — : — 
\ dt dt ‘ 


dy d J y . dz d-z 


2 tlt dr ) 


(xÿ+rÿ-pz*). 

\ dt dt dt! 
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et en observant que l'équation 


283 




dz\! 


dt 


donne 

> 

on aura 
.(*)• 


dx d 7 x dy d'y > dz d ‘z d.p 1 

"* </r r/t 1 c// de dt dt 1 dt 


d .v 7 / r/.r rfy f/*\ 

= 2 X—.+ Y -f + Z -y • 

A \ <7t rff A / 


Or, il peut arriver que X, Y, Z ne dépendent que de 
x, y, z seulement, et quelles soient les dérivées par- 
tielles d’une même fonction F (x, v, z). Dans ce cas, on 
aura • 



+ Y 


dj 

dt 




et l’équation précédente, intégrée entre deux limites quel- 
conques, dounera 

(2) mv 7 — mZ 7 z=2¥(x,y, z) "2F (tf, b, c), 

a, b, c, h désignant les coordonnées du point et sa vitesse 
à la première limite. , - 

' On appelle force vive d’un point le produit de sa masse 
par le carré de sa vitesse. On voit donc que , dans le cas où 
\dx -+- Y dy .Zi dz est la difîërentielle d’une certaine 

fonction de x, y, z considérées comme variables indépen- 
dantes, si un point matériel est soumis à l’action de forces 
dont les composantes totales parallèles aux axes .soient 
X, Y, Z, l’accroissement de force vive qu’il acquerra en 
passant d’un point à un autre quelconque pourra s’expri- 
mer au moyen des coordonnées de ces deux points, quelles 
que soient la direction et la grandeur de sa vitesse au pre- 
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micr point, quelque temps qu’il mette pour parvenir au 
second., et quelque ligne qu’il décrive entre les deux. ' ' * 
■Cette propriété, exprimée par l’équation' (2), constitue 
„ ce que l’on appelle ordinairement le principe des forces 
■■'vires. ■ 

On peut dire plus généralement , d’après l’équation (2), . 
que si le mobile part d’un point quelconque de la surface 
dont l’équation serait F(.r, y, z) = C avec une .vitesse 
connue k dans une direction arbitraire; lorsqu'il arri- 
vera en- un point de la surface ayant pour équation • 

F(sr, ■ y ^ «) = C, sa vitesse y peut être déterminée de . 
grandeur d’après ces'senles données, et indépendamment . 
du temps employé, de la ligne décrite, et du nombre de 
fois que ce point traverse successivement la seconde sur-- 
face, - ' , . 

L équation générale de ces surfaces remarquables étant 
F(x, y, 2)= C, C désignant line constante arbitraire, 
elles auront la même équation différentielle 

%dx+Ydr-hZ,t*^o. 

Celte équation exprime que les deux directions dont les '■ 
angles avec lès axes ont des cosinus proportionnels respec- 
livementaX, Y, Z, et dx, dy , dz , sont perpendiculaires 
l’inrc sur l’autre. D’où l'on conclut que la force dont les . , 
composantes sont X , Y, Z , est normale à celle de ces sur- 
faces quiqjasse par le. point que l’on considère. 

Ainsi les surfaces qui jouissent de la propriété que nous 
avons démontrée, sont perpendiculaires- à la force qui ■ 
solliciterait le mobile placé en -uu-quelconque de leurs 
points; de sorte que si elles étaient résistantes, ce mobile 
serait en équilibre, en quclquepoint de ces surfaces qu’il 
fût posé. 

On leur donne le nom de surfaces de niveau. ' . • 

îji la fonction F(j", r, z) ne jieut se j-éduire à f pour 
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'des valeurs réelles et finies de' x:, y, .a, deux surfac'osde 
niveau ue pourront évidemment avoir aucun point com- 
mun. 'Dans le cas contraire, comme On peut lcr voir dans 
un Mémoire de M. Bertrand, le point matériel n’aura paf> 
toujours la même vitesse en revenant à une même surface 
de niveau; il faüdra pour cela qu’il ait traversé un nombre 
pair -de fois chacune dés surfaces de niveau par lesquelles 
il .passera avant de revenir sur eellc d’où il était parti: 
■201. Si la résul tante des forces qui sollicitent 4e point 
"était constamment normale a' la ligne qu’il décrit, on au- 
rait 

Xrfx M- Ydy -+- Zdz = o ; 

* - ’ V 

la fonction F se réduirait donc à une constante, et le se- 
cond membre de l’équation (i) serait nul ; d’où il résulte 
que l’on aurait _ V*. • t'.j - • 

- ’ ’ — k' — o, 

' - .* * . * v 

*• ** l ’ ' ' , 

Ainsi r la vitessed’un point est constante, lorsque la force 
. qui agit sur lui est à chaque instant normale à la direction 
de son mouvement. • : - « _ 

D’on il résulte-qu’un point qui se meut, sans frottement, 
sur une. courbe ou une surface fixe et qui .n’est sollicité 
■ par aucune force extérieure,, conserve constamment, la 
• mêmevitessè. • ■•••.- , •. 

202. Si , outre les forces normales à la trajectoire , il éii 
existe d’autres 'dans des directions quelconques , les.pre- 
.mières disparaîtront toujours du second membre de l’équa- 
tion (t), et si les autres sont telles que leurs composantes 
totales X , Y, Z' soient les dérivées partielles d’une fonc- 
tion des variables x, y y x, considérées comme indépen- 
dantes,' on parviendra de même à l’éqüation'( 2 ). 

Ainsi, le principe des forces vives a lieu pour- un 
point assujetti à se mouvoir sifr une courbe ou une sur- 
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lace fixe, et sollicité en outre par des forcés telles, que 
Xdx + Y dy 4- Tjdz soit une différentielle exacte par 
rapport à a?, y, z,, ce qui n’aurait pas lieu s’il y avait un 
frottement ou la résistance d’un milieu ; car ces forces ne 
seraient même pas des fonctions données de x, y, z. 

203. L’expression Xdx Y dy 4- r l/dz est une diffé- 

rentielle exacte toutes les fois que les forces qui agissent 
Sur le. point sont dirigées vers des centres- fixes $ et que 
leurs intensités ne dépendent que de la distance du point 
à ces divers centres. '* . • • . 

En effet, soient a, b , c les coordonnées constantes de 
l’un quelconque de ces centres , x, y, z les coordonnées 
variables du mobile, r leur distance, et R une fonction 
de r qui exprime la force qui agit sur le point donné sui- 
vant la droite qui le joint au centre que l’on considère. 
Les composantes de cette force seront 



si elle est attractive: il suffirait de les changer de signe si 
la force était répulsive ; ce que l’on pourrait effectuer en 
changeant seulement R de signe. Les termes qui provien- 
dront de cette force dans l’expression Xdx -+- Y dy Ldz 
seront donc , dans le premier cas , 

R | (e — x) de -h [b — y) dy+ (c — z) ch | 

Or on a • - 

(« — xf -+- (b — y )> 4- (c — z) r = r 1 , 

d’où 

(a — t) dx 4- (b — - j-) dy -h (c — z)dz — — rdr, 

, ce qui réduit l’expression précédente à — l\dr. Elle de- 
vrait être changée en -f- R<7r dans le cas d’une force ré- 
pulsive.. 
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Si Ton- l’on fait le même calcul pour les forces 
R', R", etc., relatives aux autres centres fixes, on trou- 
vera 


Xdz -+- Ydy 4- Zdi = rpïWrq; R'dr ’ qp RVr» 4- 

ce qui est une différentielle exacte relativement aux va- 
riables indépendantes x, y, z , puisque R est une fonction 
der, R' de /•', etc.. • ... ■' 

On aura donc • ■ . ' • 


-k>)=zjp. t Rdrzp f R'rfr'qretc., 
J r. Jri 


r 0 , r\ , etc., étant les valeurs de /*, r\ etc., correspon- 
dantesàla première position. D’où l’on voit que l’accrois- 
sement de la force vive, ou du carré de la vitesse, est égal à 
la somme des accroissements qui' auraient lieu si chacune- 
des forces agissait seule sur le mobile, pendant qu’il passe 
de l’une des positions à l'autre. 

204. Si le point était sollicité par une force constam- 
ment perpendiculaire à un plan fixe , et dépendante uni- 
quement de la distance à ce plan , les mêmes conséquences 
auraient lieu parce que ce n’est, à proprement parler, que 
le cas particulier où l’un des centres se serait transporté^ 
l'infini , dans une direction déterminée. Mais il est bon 
de faire directement le calcul qui s’y rapporte. 

L’équation d’un plan quelconque peut se mettre Sous la 
forme ' 

x cosa -f- y cos 6 -t- zcos y — p — o , 

a, ë, y étant les angles formés avec les axes par la direc- 
tion de la perpendiculaire abaissée de l’origine sur le plan , 
et p la longueur de cette perpendiculaire. Soit u la per- 
pendiculaire abaissée sur ce plan , du point dont les coor- 
données sont x, y, z , on aura . ; 


’ n = xcosa-t- y cos8 -f- z cos y — p. 
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i, (/, v, N , / ^ et il sera toujours possible d’exprimer les 
sept premières eu fonction de t . Quand on y sera par- 
venu, tout ce qui se rapporte au mouvement du point 
sera déterminé. 

Lorsque l’on a "• 

Xdx -+- Y dy -tr Zdzzzzd.it (x, y , z ) , ’ 

les équations précédentes donnent 

■ .* * 

dxd’x -f- drd‘y -f- dzd 7 z , , 

— r dô' ~dy\ x,y, z), 

et, en intégrant, 


dx 7 + dy\-\- dz‘ 

~~dP 


2? {x, y, 2)-+- C = v 1 . 


La constante C se déterminera par la valeur de la vitesse v 
au point de départ. D’ailleurs les équations de la courbe 
résolues par rapport à x cl y donneront 

* =/(*)> y =/{*)■ 

L’équation précédente deviendra donc 


| , -t-r/' («)?+{/, wr} = s? [/(«). / w, »i+ c , 

d’où 

dt = dzp (2), 

(p (2) désignant une fonction connue de z ; on tirera de là 
‘ =fdzp{z) -t- C', 

C' étant déterminé par la valeur initiale de z. On connaî- 
tra donc ainsi z en fonction de t, et par suite x et y le 
seront d’après les équations de la courbe. 

Ainsi , dans le cas où Xdx -4- Y dy -f- r Ldz est une diffé- 
rentielle exacte, le problème est ramené aux quadratures. 
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Composantes tangentielle et normale de la force dans 
le mouvement d'un point libre. 

206. Lorsqu’un point libre est sollicité par des forces 
quelconques, on peut, à chaque instant, décomposer leur 
résultante en deux forces dirigées, l’une suivant la tan- 
gente à la trajectoire, et l’autre dans le plan normal; 
nous allons donner l’expression de chacune de ces com- 
posantes. 

Les composantes parallèles aux axes de la force, à la- 
quelle le point, dont la masse est m, est soumis dans un 
mouvement quelconque , sont 

d 7 x dW d'z ■ . 

m - — ,• 1 m - 

dt 3 dt 7 dt 7 

Or, si l’on désigne par v la vitesse du mobile à un instant 
quelconque , et par a, ê, y les angles que forme sa direc- 
tion avec les axes , on a 

dx dy dt 

— =vcosa, -j- = vcos6, — = VCOS7. 
dt . • dt dt ' 

Différentiant ces équations par rapport à t, il vient 

d 7 x dv d. cos a 

m — — = m — cos a 4- mv — , 

dt dt dt ' 


d 7 y dp 

m —— = m — cost> 4- mv 


dt 7 


dt 

dv 


d. cos 6 

dt ' 


d 7 z dv d. COS7 

m —— = m — cos 7 4- mv — - — . 
dt 7 dt 1 dt 

Les premiers termes des seconds membres de ces équa- 
tions sont les composantes d’une force égale à m ^ et 
dirigée suivant la tangente; les seconds termes sont les 
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Le mouvement relatif n’a pas été altéré par ces change- 
ments dans le mouvement absolu du point M, et ce der- 
nier est devenu le mouvement relatif, puisque lé point O 
est devenu fixe. Désignons par x , y z les coordonnées - 
de M par rapport à trois axes fixes passant en O, on aura , 
d’après les formules du mouvement absolu , 


dt’ 


= -X — A, 


rfy 


rit’ 


: Y — B, 


d’z' 

~dt' 


■ = Z — c. 


X*t comme x\ y\ z sont identiques avec les coordonnées 
de M par rapport à trois axes passant par le point mobile 
O et transportés avec lui , il s’ensuit que les équations que 
nous venons de trouver subsistent en considérant x ' ,y' , z' 
comme les coordonnées relatives de M, et l’on retombe 
ainsi sur tous les résultats qui avaient été obtenus par les 
premières considérations. * , 

. • r f *. . ' . - 

T » . i * 

- Principe (les aires. 

197. Lorsqu'un point matériel est sollicité par une 
force dont la direction passe par un point fixe , pris pour 
origine des coordonnées, les cosinus des angles formés par 
la direction de cette force avec les axes doivent être pro- 
portionnels aux coordonnées x, y, z du point, et comme 

d^X, d' Y 

ils sont aussi proportionnels aux composantes ^ ^ 


d’z 

— de la force accélératrice , on aura 
dt 2 


( 1 ) 

d 2 x 

dt; 

» x 

h 

d 7 s 

dr 

z 

. . 

d’où l’on tire 
d’z d’y 

d 2 x 

d‘Z 


x tiz 

* d( ‘ dt 2 1 ’ 

z lïF~ 

x dc~ 



*' * - ' 




- 


d 2 x • 

*~dF= ( 
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et, en intégrant par rapport à t , 


2 79 


. \ dz 

w y*: 


/S—r , dx J h —c> Jy r" 

de dt de de J de 


Si 1 ou multiplie la première de ces équations par x, la se- 
conde par y, la trbisiéme par z , et qu’on les ajoute, on 
' trouvera l’équation suivante entre les coordonnées du 
point à un instant quelconque : 

• i 

Gr'-+- C 'y -+• C "z = 0. ’ 

Le point ne sort donc pas d’un plan passant par l’origine 5 
comme on pouvait le reconnaître à priori. 

Pour interpréter les équations (2) , soient r la projec- 
tion du rayon vecteur mené de l’origine au point mo- 
bile, sur , 1 e plan XY, etO l’angle qu’elle forme avec l’axe 
des x. Nous supposerons que les angles croissent de l’axe 
- des x positifs vers l’axe des y positifs/ de sorte qu’en "se , 
plaçait. dans l’axe des z positifs, on voit s’exécuter de 
gauche à droite le mouvement du rayon qui décrirait les 
angles croissants. Nous regarderons les aires décrites. par 
un rayon vecteur comme croissant dans ce même sens 5 et 
. il eu sera de même pour chacun des autres axes, relative- 
ment.aux deux autres plans. ’ . 

Cela posé , on aura l’équation générale 

dr dx 




dO 

tangd = - , 

d’où 

dt 

r X 


cos 3 0 

et par conséquent 



dy 

dx 

M 

x ~r 

de 

~ r dt~ 

,% ~dt : 


X* 


d\" 

1 dt\ 

en désignant par X" l’aire décrite par la projection r du 
rayon vecteur du mobile. . . * 
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Si l’ou désigne de mènic piar X et X les aires décrites par 
les projections de co rayon vecteur sur les plans ZX et ZY, 
les équations ( 2 ) donneront ’ . : . - , 

f n_ C. rfV_C' <Tk" _ a 

^ ■■ , ' eft ^ 3 *’ lit ~ a- 'fit •;»,**■ • % 

d’où 

X = iCf, X'=e|G'r, i"= ‘C"r, * 


•en supposant que les aires commencent avec de temps t. 

Ces équations montrent que lés aires décrites, à partir 
de cet instant, par les projections du rayon vecteur du. 
mobile, croissent proportionnellement au temps. Et 
comme le mouvement du point s’effectue daYis un plan , il 
s’ensuit que les aires décrites par le rayon vecteur du 
mobile dans ce plan sont aussi proportionnelles au temps. 
La valeur de ces aires peut s’exprimer facilement en obser- 
vant que toute aire plane est égale-à la racine carrée de la 
somme des carrés de scs projections sur trois plans rec- 
tangulaires. On aura donc pour l’expression de ces aires 

Réciproquement, si les aires décrites par les projections 
du rayon vecteur sont proportionnelles au temps , la direc- 
tion, la force qui sollicite le mobile passe constamment 
par l’origine. Car alors les équations (3) auront lieu, et 
par suite les équations ( 2 ) qui , différentiées, donneront 
les équations ( 1 ); or, ces 'équations expriment que les 
cosinus des angles que fait avec les axes la direction de 
la force, et ceux qui sc -rapportent à la droite menée de 
l’origine au point z ) sont proportionnels, et que; 
par conséquent , ces deux droites se confondent. 

. C’est dans ces deux propositions réciproques que con- 
siste le principe des aires pour un point matériel. 

198. Si le point ; était sollicité par des forcés.dirigées vers 
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deux centres fixes, les équations (t)-ne seraient plussatis- 
faités; mais la première aurait --encore lieu en prenant 
pour axe des z la droite qui passe par les deux centres. 
En effet, la résultante des forces auxquelles le’ point est 
soumis, coupant constamment l’axe des z, scs compo- 
santes parallèles aux axes des x et des y §ont proportion - 
tionnelles à ces deux coordonnées^- d’où résulte l’équa- 
tion ‘ 


dy 


d'X 


‘ • X — Z T — — = 0 ; 

rff’ J <it'- 

* : • ; 

et par conséquent le principe des aires a lieu , dans ce cas , * 
pour tout plan perpendiculaire à la droite qui passe par 
les deux centres, l’origine étant prise sur cette droite. 

Il est évident qu’il en serait de même si, au lieu de 
deux centres, on en avait un nombre quelconque situé 
sur une même droite. • ’.v * 

199. Principe des aires dans le mouvement relatif. — 
Nous avons supposé, dans ce qui précède, que le centre 
d’action était un point fixe, et que l’ou considérait le mou- 
vement absolu. Considérons maintenant le cas où la force 
à laquelle est dû le mouvement relatif, passe constam- 
ment par le point auquel ce mouvement est rapporté. 
Soient a, 6,. y les coordonnées de ce point O; r, y, z 
celles du point M dont on considère le mouvoment par 
rapport à des axes parallèles auX xety et passant toujours 
par le point O; A , K r C le* composantes de la force accé- 
Iatrice qui agit sur O , et X , Y, Z les composantes de Celle 
qui agit sur M: Posons * ■ 

x zzza-hx', y y\^ z = y4-z'. 

On aura par hypothèse 

y' ; z '\ 
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d*x' 

FF 


<iy ■ 

iiF 


•rfy 

FF 




d’où l’on tire 


,rfV 

f dy 

rf’x ' 

' FF. 

*• dt\ — °’ 

* ~FF ~ 

■ . r ’dy 

, d'x’ 


FF 

• 1 
II 

Ô 

■ J 


tit 1 


= O, 


On conclut de là que les aires décrites p^r les projections 
du rayon vecteur OM sur les plans; des x', y\ z sont pro- 
portionnelles au tetnps; que le lieu dès positions de M, 
relativement aux axes des od z , est dans un plan pas- 
sant par O, et que l’aire décrite dans ce plan par le rayon 
vecteur OM est proportionnelle au temps. Et réciproque- 
ment , si ces conditions ont lieu, la force accélératrice 
relative passe constamment par le point O. Les calculs qui 
conduisent à ces propositions sont identiques à ceux que 
nous venons de faire relativement à des axes fixes. 

. » “ . * ** . * ' 

Principe des forces vives. 

200. Si l’on désigne par X , Y, Z les composantes de la 
force motrice qui sollicite un point matériel dont la niasse 
estm , les équations générales de son mouvement seront 


tl J x 

m FF= X ’ 


dy. 

m jP= Y ’ 


d z 

m — = Z. 
dt- 


Si l’on ajoute ces équations, après avoir multiplié la pre- 
mière par i r —i la seconde par 2 — ■> et la troisième par 


dz .. . 

2 — i il vient ‘ 
dt 


m 

■ <■ . 


v dt 


dx d -x 

FF 


dy d?y . dz d-z\ 


H 


dt dt * 
(lx 

~di 


dt dt - / 

■ Y4f*z±\. 

dt fit 1 
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et en observant que l’équation 


■iH3 


donne 


on aura 


fdj /\ 7 ftlr \ 7 t dz\î >'.••• . 

■fe) + U r\*r" . 

• - ^ . * . i . r • 


dr d‘.v dy d 7 y ■ dz cl-z d.y-. 

dt dt 2 dt dt 7 ~ dt7lt* dt 


.(»)• 


cl.v 
' <* 


Wfx^-nYÿ+zÿV 

\ f* rff dt] 


Or, il peut arriver que X, Y, Z ne dépendent que de 
x, y, z seulement, et quelles soient les dérivées par- 
tielles d’une même fonction F (x, y , z ). Dans ce cas, on 
aura - • • • , * 

^ àx dy ' dz dY (x, y , z) ' 

X dt + Y 7 it~* : Z di 7. ' — ÜT~ 

et l’équation précédente, intégrée entre deux limites quel- 
conques, donnera . • ■> 


{2) //iv 7 — /nf *=c2F(.r, je, i) — 2F(tf, b, e), 

<1 , b, c,k désignant les coordonnées du point et sa vitesse 
à la première lirmte. , - - 

' On appelle force vive d’un point le produit de sa masse 
par le carré de sa vitesse. On voit donc que , dans le cas où 
\dx -+- Y dry -f- Z dz est la différentielle d’une certaine 
fonction de x, y, z considérées comme variables indépen- 
dantes, si un point matériel est soumis à l’action de forces 
dont les composantes totales parallèles aux axes soient 
X, Y, Z, l’accroissement de force vive qu’il acquerra eu 
passant d’un point à un autre quelconque pourra s’expri- 
mer au moyen des coordonnées de ces deux points , quelles 
que soient la direction et la grandeur de sa vitesse au pre- 
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raier point, qnejcjue temps qu’il mette pour parvenir au 
second., et quelque ligne qu’il décrive entre les deux. ' ' ' 
• Cette propriété, exprimée par l’équation £2), constitue 
ce que l’on appelle ordinairement le principe des forces 
■vives. ' ‘ • • . . ‘ t . 

On pput dire plus généralement, d’après l’équation (2), . 
que si le mobile part d’un point quelconque de la surface 
dont l’équation serait F(t, y, z)~ C avec une vitesse 
connue k dans une direction arbitraire; lorsqu’il arri- 
vera en- un point de la surface ayant pour équation • 
-F(sr,-jy, z) = C', sa vitesse y peut être déterminée de 
grandeur d’après ces ‘seules données, et indépendamment . 
du temps employé, de la ligne décrite, et du nombre de 
fois que ce point traverse successivement la seconde sur-^ 
face.. . ' , • 

L’équation générale de ces surfaces remarquables étant 
F(x, jr, s)— C, G désignant une constante arbitraire, 
elles auront la même équation différentielle 

T/Ldx-\- Ydjr-yZ<tz — o. „ 

Celte équation exprime que les deux directions dont les s - 
angles avec lés axes ont des cosinus proportionnels respec- 
tivement a X , Y, Z, et dr, dy , dz , sont perpendiculaires 
l’une sur l’autre. D’où l’on conclut que la force dont les 
composantes sont X , -Y, Z , est normale -à celle de ces sur- 
faces quittasse par le point que l’on considère. 

Ainsi lcë surfaces qui jouissent de la propriété que nous 
avons démontrée, sont perpendiculaires- à la force qui • 
solliciterait le mobile placé en -un» quelconque de leurs 
points; de sorte que si elles étaient résistantes, ce mobile 
serait en équilibre, en quelque point de ces surfaces qu’il 
fût posé. : 

On leur donne le nom de surfaces de niveau. 

Si- la fonction F(«r, y, s) .ne peut se .réduire à ~ pour 



1 
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J + J*. 

1 ‘des valeurs réelles et finies de' or, y, z , (leux surfaces de. 
niveau ne pourront évidemment avoir aucun point com- 
mun. 'Dans le cas contraire, comme On peut 1er voir dans 
un Mémoire de M. Bertrand, le point matériel n’aura pas 
toujours la même vitesse en revenant à une même surface 
de niveau; il faudra pour cela qu’il ait traversa un nombre 
pair -de fois chacune des surfaces de niveau par lesquelles 
il .passera avant de revenir sur celle d’où il était parti. 

201. Si la résultante des forces qui sollicitent le point 

'était constamment normale a la ligne qu'il décrit, on au- 
rait " . ■ . - • ' 

\dx'+_ Y<êy-t- "Ldi — o; 

'■ * " V ' ' • 

lq fonction F se réduirait donc à une constante, et le se- 
cond membre de l’équation (i) serait nul ^ d’où il résulte 
que l’on aurait ^ 

c 5 — ^ = 0 , 

’ _ . , * * . * 

’• ’ . J • N , 

Ainsi r la vitesse-d’un point est constante, lorsque la force 
'qui agit sur lui est à chaque instant normale à la direction 
_ de son mouvement. - - « _ ï*‘: 

D’où il résulte-qu’un pointqui se meut, sans frottement, 
sur une courbe ou une surface fixe et qui .n’est sollicité 
- par aucune force extérieure conserve constamment, la 
• raèm'e-vitessè. • '*• • •. \‘ v 

202. Si , outre les forces normales à la trajectoire, il en 
existe d’autres 'dans des directions quelconques , les pre— 
mières disparaîtront toujours du second membre de l’équa- 
tion ( 1 ) , et si les autres sont telles que leurs composantes 
totales X , Y, Z' soient les dérivées partielles d’une fonc- 
tion des variables x, y^ z, considérées comme indépen- 
dantes^ çn parviendra de même à l’éqiiation~( 2 ). 

Ainsi, le principe des forces vives a lieu pour- un 
point assujetti à se mouvoir sUr une courbe ou une sur- • 
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face fixe , et sollicité en outre par des forces telles, que 
Xotr 4- Y dy *+- Tjdz soit une différentielle exacte par 
rapport à x,y, z,ce qui n’aurait pas lieu s’il y avait un 
frottement ou la résistance d’un milieu ; car ces forces ne 
seraient même pas des fonctions données de X, y, z. 

203. L’expression Xdx 4- Y dy 4- %dz est une diffé- 
rentielle exacte toutes les fois que les forces qui agissent 
sur le. point sont dirigées vers des centres- fixes; et que 
leurs intensités ne dépendent que de la distance du point 
à ces divers centres. , 4 - 

En effet , soient a , b , c les coordonnées constantes de 
F un quelconque de ces centres, x, y , z les coordonnées 
variables du mobile, r leur distance, et R une fonction 
de r qui exprime la force qui agit sur le point donné sui- 
vant la droite qui le joint au centre que l’on considère. 

Les composantes de cette force seront 



si elle est attractive: il suffirait de les changer de signe si 
la force était répulsive ; ce que l’on pourrait effectuer en 
changeant seulement R de signe. Les termes qui provien- 
dront de cette force dans l’expression Xdx Y dy 4- r Ldz 
seront donc , dans le premier cas , 


R r^ 

# . f ■ - 


(fl — x) de -y (4 — y) dy 4- (r — z) ch 


. Or on a 


d’où 


(fl — xy + (b — y )* 4 - (c — *)*•= r 1 , 

[a —x)dx + (b — y) dy -f- (c — s) dz = — rdr, 


, ce qui réduit l’expression précédente à — IWr. Elle de- 
vrait être changée en 4- IWr dans le cas d’une force ré- 
■ pulsive. ' . ; 
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Si l’on l’on fait le même calcul pour les forces 
R', R", etc., relatives aux autres centres fixes, on trou- 
vera . / • • • 


X<lx ■+■ Tdy -+- Ui = rp Rrfrqi R ’dr ' rp R Vr* 

ce qui est une différentielle exacte relativement aux va- 
riables indépendantes x , y, z puisque R est une fonction 
dcr, R' de r', etc. ' . . 

Ôn aura donc • 

, m(y\ — k?)==ZÇ. C Rdrzp Ç R'rfr'qpetc., 

Jr, Jr\ - ■ • ; 


r 0 , r \ , etc., étant les valeurs de /•, r', etc., correspon- 
. dantesà la première position. D’où Fon voit que l’accrois- 
sement de la force vive , ou du carré de la vitesse, est égal à 
* la somme des accroissements qui' auraient lieu si chacune 
des forces agissait seule sur le mobile , pendant qu’il passe 
"de l’une des positions à l’autre. 

204. Si le point était sollicité par une force constam- 
ment perpendiculaire à un plan fixe , et dépendante uni- 
quement de la distance à ce plan , les mêmes conséquences- 
auraient lieu parce que ce n’est, à proprement parler, que 
le cas particulier où l’un des centres se serait transportée 
l’infini , dans une direction déterminée. Mais il est bon 
de faire directement le calcul qui s’y rapporte. 

L’équation d’un plan quelconque peut se mettre Sous la 
forme ' . ... 

x cosa -f-y cos 6 -+- zcosy — p = o , 

a, 6, y étant les angles formés avec les axes par la direc- 
tion de la perpendiculaire abaissée de l’origine sur le plan , 
et p la longueur de cette perpendiculaire. Soit u la per- 
pendiculaire abaissée sur ce plan , du point dont les coor- 
données sont x, y, z , on aura . ; 

tt -= xcosa y cdsS -H 1 cosy — p. 
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Les composantes de la force U qui agit sur ce point seront 

Ucosa, U cos U cos 7, o~ü — Ucosa, — Ücosê, — ÜCOS7, - 

Les termes que cette force introduira dans l'expression. 
Xdx 4 - 4 - Z dz seront , dans le premier cas , 

U (ilx cos 7. +dy cos ç ‘, -h dz cos 7 ) , ou VdKÿ 

1 ; . K “* « t S , ‘ . * . ' > , 

et dans le second , — - U du 1 ils forment donc toujours une 
différentielle exacte d’une fonction de x,_j, a, puisque U 
n’est fonction que de u seulement. 

Si la force était toujours dirigée vers le plan , elle chan- 
gerait de sens lorsque le point changerait de côté par rap- 
port à ce plan ; les cosinus de a, ê, y changeraient alors 
de signes, et il faudrait y avoir égard. Il faut encore ob- 
server que la valeur de u est positivé quand le point n’est 
pas du même côté que l’origine, .et négative quand il est 
du même côté, de sorte que les accroissements de «sont . 
toujours positifs dans le même sens. 

Quand il s’agira delà pesanteur, et que les espaces par- 
courus seront très-petits par rapport au rayon de la terre, ' 
la force peut être considérée comme perpendiculaire à un. 
plan horizontal; mais elle est.constante de grandeur 'et de- 
.direction , de quelque côté que soit situé le point par rap- 
port à ce plan. En le prenant pour plan des x et y, et 
prenapt l’axe des z en sens contraire de la pesanteur, on a • , 

X=;o, Y. = o, 1'— — ' gpt.- 


I. 'équation (1) devient 



~dT 


dz 

*81? 


i’ ! — /■’ — 2 g ( h — z}, ■ 


en désignant par h la hauteur de z correspondante à la 
vitesse h. Les surfaces, dont l’équation générale était 
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F (.r, y, z) = o , sont ici des plans horizontaux, et l’on 
voit qu’un point matériel lihre, ou assujetti- à se mouvoir 
sur une cc/Urbe ou une surface fixe , et qui part d’un point . 
quelconque d’un plan horizontal donné, avec une ccr- ■ 
taine vitesse, parviendra à uu plan horizontal quelconque 
avec une vitesse qui ne dépendra nullement de la courbe 
qu’il aura suivie pour y arriver, mais seulement de la 
distance de son point de. départ à ce plan. 


Mouvement d '-un point sur une courbe fixe. 

205, Considérons le mouvement d’un point sur une 
courbe dont les équations sont 

F(- r > r. z ) = °, y, »)=,o. • 

Soient N la force normale inconnue produite sur l’unité de 
masse par la résistance de la courbe, et À , u, v les angles, 
qu’elle fait avec les axes; le seul dl’ctde la courbe sur le 
point étant de produire cette force, on peut faire abstrac- 
tion de la courbe , si l’on introduit cette force; en la réu- 
nissant aux forces donuées, le point pourra donc être 
considéré comme libre, et les équations générales de son 
mouvement seront, en désignant par X, Y, Z les compo- 
santes de la force accélératrice, 


d*X d*Y 

— =X-)-Nc«,sX, ._Z = Y + Nco Sft , 


d*Z 


:Z-f-NcoSv. 


La direction déterminée par les angles X , p, v étant per- 
pendiculaire à la tangente, on aura 


et de plus 


dxcos'k-\-dycoS[L-\- dz cos j = o, 
cos’X -+■ cos 1 p. -4- cos’v — 1 . 


On a donc sept équations entre les huit quantités r, r, ", 
1 "année. 19 
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, fz, v, j\ , / ; el il sera toujours possible d’exprimer les 
sept premières en fonction de t. Quand on y sera par- 
venu, tout ce qui se rapporte au mouvement du point 
sera déterminé. 

Lorsque l’on a 

Xrfx 4- Yr/y- r Ldz — d . y (x, y ,. z ) , 

les équations précédentes donnent 

. « • 

dxd'x -+- drd‘y -f- dul’z , , 

’—jpr = J > z )> 


et, en intégrant, 

d. r 2 -+- dy ’ -f- dz 2 
dt’ 


= *?(•*, /, a) 4-C = 


La constante Csc déterminera par la valeur de la vitesse v 
au point de départ. D’ailleurs les équations de la courbe 
résolues par rapport à x etj y donneront 

*=./(*)» r *=/(•)• ' 

L’équation précédente deviendra donc 


dz’ 


^ { * +•[/' (*)]* + {/, Wï} = a? [/(*), / M, »] ■ + C , 


d’e 


dt = dz\ J» (s), 

p (z) désignant une fonction connue de z; on tirera de là 


* —fdzÿ(z) ■+■ C', 

C' étant déterminé par la valeur initiale de z. On connaî- 
tra doue ainsi z en fonction de t , et par suite x et y le 
seront d’après les équations de la courbe. 

Ainsi , dans le cas où Xi/.r Y dy -1- Z dz est une diffé- 

rentielle exacte, le problème est ramené aux quadratures. 
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Composantes tangentielle et normale de la force dans 
le mouvement d'un point libre. 

j 20G. Lorsqu’un point libre est sollicité par des forces 
quelconques, on peut, à chaque instant, décomposer leur 
résultante en deux forces dirigées , l’une suivant la tan- 
gente à la trajectoire, et l’autre dans le plan normal; 
nous allons donner l’expression de chacun^ de ces com- 
posantes. 

Les composantes parallèles aux axes de la force à la- 
quelle le point, dont la masse est rn, est soumis dans un 
mouvement quelconque , sont 

. d 7 x dW d 7 z 

m - — , • m — — , m — — • 

dt 3 de 1 dt 1 

Or, si l’on désigne par a la vitesse du mobile à un instant 
quelconque, et par a, 6, y les angles que forme sa direc- 
tion avec les axes , on a 


dx dy dz 

— =vcosa, -j- = v cos 6 , — — vcosy. 

dt dt dt 


Dilférentiantces équations par rapport à t, il vient 


d 1 x dv 

m — — z= m — cos a -+- mv 
de dt 


d. cos a 
dt ’ 


d % y dv ■ - d.c os6 

m -4- = m — cos 6 -f- mv — - — , 
de dt dt 


d 2 z dv d. cosv 

m — m - cosv -4- mv • - 

de J' 1 


dt 


Les premiers termes des seconds membres de ces équa- 
tions sont les composantes d’une force égale à m ~ et 

dirigée suivant la tangente-, les seconds termes sont les 

'9- 
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composantes d’une force qui fait , avec les axes , des angles 
dont les cosinus sont proportionnels à d.cosa, d. cosë, 
d.cosy, et qui a pour valeur 


mv 


^ [d . cos a) 5 [d . cos Z) J ~\-{d. cos y )’ 

di : ■/ 


61 

ou mv — i 
' dt 


m désignant l’angle de contingence. Mais le rayon de cour- 
bure est égal à —, et si on le représente par p, il en ré- 

b) 


suite («> = —• Donc la seconde composante a pour valeur 
me — ou — — De plus , nous avons démontré , dans les 

pdt p ri 

préliminaires, que la droite menée d’un point d’une courbe 
à son centre de courbure fait, avec les axes, des angles dont 
les cosinus sont proportionnels à d. cosa, d. cosë, d.cosy, 
et que, de plus, ils sont de mêmes signes que ces différen- 
tielles, pourvu qu’elles se rapportent au déplacement du , 
point sur la courbe, du côté où la tangente fait les angles 
a, ë, y. Or, ce côté est celui où le mouvement a lieu, et 
les différentielles , étant correspondantes -à dt , se rappor- 
tent à ce même sens. D’où il suit que la direction déjà 
seconde composante est précisément celle de là droite , 
menée du point de la courbe vers son centre de courbure. 

Ainsi , la force accélératrice qui sollicite un point libre 
dans un mouvement quelconque peut toujours se dé- 
composer en deux autres: l’nne, suivant la tangente et 


égale à \ l’autre, dirigée vers le centre de courbure et 

égale au carré de la vitesse divisée par le rayon de cour- 
bure. 

207. ISous avons démontré précédemment que les forces 
perpendiculaires à la direction du mouvement d’un point 
ne produisent aucun changement dans sa vitesse, parce 
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que l’on a 

d.v? = i ( Xdx -4- Ydf -+- Zdz ) , , 

% ' ’ . . ... - * * 

et que dans le second membre tous les termes provenant 
de forces normales à la trajectoire se détruisent. Il résulte 
de là que la seconde composante ne changera pas la vitesse, 
et que son accroissement sera produit par la première, 
comme si l’autre n’existait pas et. que le mouvement de- 
vînt alors rcctiligue; car les dx, dj , dz relatifs au même 
dt, dans ce mouvement rectiligne , ne différeraient de ceux 
qui se rapportent au mouvement curviligne que de quan- 
tités infiniment petites par rapport à eux-mèmes. Et l’on ■ 
reconnaît, en effet, que la composante tangcntielle étant 

égale à produirait dans ce temps dt un accroissement d\> 

dans la vitesse du point si elle agissait seule sur lui dans 
la direction de son mouvement-, ce qui est précisément l’ac- 
croissement de la vitesse du point sur la courbe. Ainsi, 
la composante tangcntielle fait varier la vitesse, comme 
elle ferait dans un mouvement rectiligne; et la compo- 
sante, suivant le rayon de courbure, n’a d’autre effet que 
de courber la. trajectoire, en éloignant le point de la tan- 
gente. 

Cette dernière composante est ce que J’on appelle force 
centripète, et la réaction égale et contraire, ou là com- 
posante normale de la force d’inertie, est nommée force 

centrifuge ; leur valeur est — — 

On fait souvent de faux raisonnements relativement à 
la force centrifuge, parce qu’on ne se rappelle pas assez 
qu’elle n’est pas appliquée au point en mouvement, mais 
au corps en contact avec lui , et qui , par sa pression seule, 
déterminerait son mouvement. Si l’on supposait ce mou- 
vement produit autrement que par la pression d’un corps , 
la réaction ne serait plus appliquée à un point en contact 
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avec celui que l’on considère. Par exemple, en considé- 
rant le mouvement de la terre comme produit par l’attrac- 
tion du soleil , la réaction de la terre est appliquée au 
soleil ; sa composante normale l’est donc aussi , et .on serait 
obligé de dire que la force centrifuge produite par la terre 
est appliquée au soleil. On ferait peut-être mieux de sup- 
primer cette dénomination qui obscurcit quelquefois les 
choses, et d’employer le mot réaction , qui rappelle tou- 
jours à quel point cett'e force est appliquée. 

208. La méthode très-simple que nous venons d’em- 
p loyer pour déterminer la force centripète et la force tan- 
gcnticlle, est due à M. Coriolis. On peut y parvenir de 
bien des manières (différentes; et comme ce point est im- 
portant dans la théorie du mouvement , nous ne croyons 
pas inutile de montrer comment oh peut arriver par une 
autre voie aux résultats précédents. 

Si 1 ’on projette sur la tangente les trois composantes 
de la force accélératrice, on aura la composante tangen- 
tielleT; sa valeur, estimée dans le sens du mouvement, 


sera 


Or 


T = 


tl'x dx d'y dy d'zdz 
dt\ ds dt' ds dt 2 ds 


et par suite, 




d’où 


dxd'x dyd'y dzd'z tlv 

dt dt' dt dt' dt dt ‘ dt ’ 


dv d'x dx d'y dy d'zdz 

dt dt' ds^~ dt' ds ^ dt' ds ^ 


dv 


Ainsi, la composante tangenticllc est égale à — , ou ® 


d's 

dt' 


Le carré de la composante normale N s’obtiendra en re- 
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tranchant le carré de la prémière du carré de là résul- , 
taille; on aura donc 


Mais , en désignant par p le rayon de courbure , on a 


P = 


(f 


Donc 




N = — 
• P 


Déterminons maintenant le plan qui passe par la tan- 
gente et la force donnée, et contient par suite la compo- 
sante normale. 

Ces deux droites font avec les axes des angles dont les • 
cosinus sont proportionnels à r/.r, rly, dz pour l’une, et 
à d*x, d'y, (l 8 z pour l’autre. Les cosinus relatifs à l’axe 
de.ee plan sont donc proportionnels aux trois quantités 


rljrd — dziiy, dztl'x — dxd z , dxd'y — dyd-x. 


{Soyez Préliminaires.) 

Ce plan est donc le plan oseulatcur de bi trajectoire. 

Ainsi , le plan qui passe par la direction de la forcé et 
de la vitesse est toujours le plan os.culatcur ; la composante 
normale passe donc parie centre de courbure. 11 est, de 
plus, évident qu’elle est dirigée vers ce centre; car la 
courbe , dans le voisinage de l’un quelconque de ses points, 
est toute du même côté que son centre de courbure par 
rapport au plan passant par la tangente et perpendiculaire 
au plan oseulatcur; et la composante normale à ce plan , 
étant la seule force qui éloigne le point de ce plan - , agit 
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du cété du plau où le point passe. On retombe ainsi sur les 
propositions déjà obtenues. % ' 

209. Cas oit le point n'est pas libre. — Si le mo- 
bile est assujetti à se mouvoir sur une courbe fixe, les 
propositions précédentes subsistent toujours, pourvu 
qu’on introduise la résistance delà courbe parmi les forces 
accélératrices, puisque alors il peut être regardé comme 
entièrement' libçe. Or, si l’on remplace les forces données 
par deux autres, dont l une soit tangente et l’autre nor- 
male à la trajectoire, ou pourra décomposer la force pro- 
venant de la résistance de la courbe en deux autres nor- 
males, dont l'une détruise la composante normale pro- 
venant des forces données. Il ne reste donc plus que la 
force tangentielle et la seconde composante de la résis- 
tance de la coHrbc ; donc, d'après la théorie précédente, la 

première est égale à , la seconde est — > et est dirigée 


vers le centre de courbure de la courbe donnée. Quant 
aux pressions qu’éprouve la courbe, elles sont égales et 
opposées aux deux forces normales qu’elle produit. 

Ainsi , quelles que soient les forces appliquées au point, 
la force centripète a toujours la même expression ; mais 
la pression exercée sur la courbe est la résultante de la 
force centrifuge et de la composante normale des forces 
données. Quani à la force qui produit l’accélération , elle 
est toujours la composante tangentielle. des forces don- 
nées. ' ' • * 

210. Enfin, si le point est assujetti à se mouvoir sur 
une Surface , on pourra le considérer comme libre, en in- 
troduisant la force normale produite par cette surface. 
Donc, si l’on réduit encore toutes les forces à deux, dont 
l’une soit tangente et l’autre normale à la trajectoire, 


celle-ci sera toujours égale à — et dirigée vers le Centre de 
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courbure de la trajectoire. Ainsi , la force normale pro- 
duite par la surface, et la composante^ des forces accé- 
lératrices données, perpendiculaire à la tangente à la tra- 

jectoire , ont pour résultante la force — située dans le plan 
; • _ . P 

osculateur. Si donc on désigne par Q l’angle de ce plan 

avec la normaleà la surface, et par sp celui de la force Q 
avec la même normale , on aura 
r 1 

' ' — : Q : : siniji : sin 0. 

P 

Celte relation déterminera la direction du plan osculateur 
quand ou connaîtra v, p, Q, ip. 

2H. Lorsque les forces données ont une résultante, 
tangente constamment à la trajectoire , on a Q == o , et par 
suite sinÔ = o , et le plan osculateur passe par la normale 
à la surface. Ainsi, dans ce cas général, qui comprend, 
ceux où l’on aurait un frottement sur la surface, ou la 
résistance d’un milieu , et celui où aucune force exté- 
rieure -n’est appliquée au point, le plan osculateur de la 
trajectoire est constamment normal à la surface, et par 
conséquent un arc quelconque de la trajectoire est la ligne 
la plus courte que l’on puisse mener sur la surface entre 
ses deux extrémités. 

212. Cette propriété de la ligne la plus courte, d’avoir 
son plan osculateur constamment üormal à la surface, 
peut se démontrer par des considérations géométriques 
très-simples. En elfet, si l’on conçoit d’abord un polyèdre 
circonscrit à la surface, la ligne la plus courte que l’on 
puisse tracer entre deux points sur la surface de ce po- 
lyèdre devra être telle , que la somme de deux de ses côtés 
consécutifs soit la plus petite que l’on puisse tracer entre 
leurs extrémités sur les plans des deux faces dans les- 
quelles ils se trouvent respectivement. Ces côtés doivent 
donc faire des angles égaux avec l’arête commune à ces 
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deux laces, et par conséquent leur plan contiendra la per- 
pendiculaire à celte arête, située dans le plan qui divise 
• en deux parties égales l’angle de ces faces. Or, quand le 
polyèdre tend vers la surface courbe , deux faces consécu- 
tives tendent à faire entre elles un angle égal à deux, 
droites, et par conséquent la limite de la perpendiculaire 
dont il s’agit est la normale à la surface courbe; de plus, 
la limite du plan passant par deux côtés consécutifs du 
polygone est le plan oscillateur de la courbe Iimifo de ce ' 
polygone, et qui est la plus courte entre deux points de la 
surface courbe. Donc la ligne la plus courtè sur une sur- 
face courbe doit avoir en chaque point son plan oscilla- 
teur normal à la surface. ■ 

213. La force centripète a d’abord été considérée dans 
le cercle , et son expression s’y détermine par des considé- 
rations très-simples. En effet, si on décompose la force ac-' 
célératrice qui agit sur le point, et qui est nécessairement 
comprise dans le plan du cercle, en deux autres forces 
dont l’une soit tangente et l’autre normale au cercle, le 
mouvement de la projection du point sur la normale sera 
uniquement dû à la composante normale. Or, en suppo- 
sant cette composante constante de grandeur et de direc- 
tion pendant un temps infiniment petit dt , la théorie du 
mouvement uniformément accéléré apprend que sa valeur 
sera égaleau double del’espaceiparcourusuivant la normale 
divisée par le carré du temps. Cet espace est égal au carré 
de la corde, ou de l’arc ds dont il est la projection, divise 
parle diamètre donc la composante normale est égale 

ds 7 

\ dt* ^ V * r 

a — ou à — • Telle est donc, dans le cercle, l’expression 

P P 

de la force centripète, ou de la force centrifugé. Elle se- 

. mv‘ . , 

rait — — pour le point dont la masse serait ni. 
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214, Considérons un corps de forme invariable, et 
dont les points exercent les uns sur les autres des actions 
quelconques détruites par leur liaison mutuelle, et don- 
nons-lui un mouvement de rotation uniforme autour 
d’un axe. Ou peut considérer les liaisons du système 
comme détruisant pour chaque point les actions mutuelles 
qu’il subissait dans l’état primitif, jointes à la force cen- 
trifuge relative à sa masse et à son mouvement. 

En effet, on peut ajouter à toutes les actions primitives 
.la force centripète et la force centrifuge relatives à chaque 
point, puisque ces deux forces se détruiront. Or, la force 
centripète produirait le mouvement du point s’il était 
libre; il faut donc que toutes les autres soient détruites; 
donc la résultante des actions mutuelles primitives exer- 
cées sur chaque point et de la force centrifuge considérée 
alors comme appliquée à ce point même, est détruite par 
les liaisons. 

Soient r la distance d’un point quelconque du corps à 
l’axe, et T le -temps de la révolution entière; la vitesse 

de ce point sera et la force centrifuge On voit 

qu’elle est proportionnelle à la distance à l’axe; elle est 
donc nulle aux extrémités de l’axe, et la plus grande pos- 
sible pour le point le plus éloigné de l’axe. 

La terre est animée d’un mouvement de rotation qui, 
comme nous venons de l’expliquer, introduit parmi les 
forces détruites par la liaison des points une force centri- 
fuge qui n’existerait pas si elle n’avait qu’un mouvement 
do translation , par lequel tous ses points décriraient , dans 
un même temps infiniment petit, des droites, égales et 
parallèles. Ce mouvement de rotation s’efTectue dans 
86 i64 secondes, et l’on a. par conséquent 

T = 86i64- 
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A l’équateur, l'attraction de la terre et la force ceutri-' 
fuge étant directement opposées, la pesanteur a une va- 
leur égale à celle qu’elle aurait si la rotation n’avait pas 
lieu, diminuée de la force centrifuge. Si l’on fait abstrac- 
tion du petit changement de la pesanteur à la surface de 
la terre, on pourra la regarder comme égale à g à l’équa- 
teur, et si l’on appelle G celle qui aurait lieu si la terre 
ne tournait pas sur elle-même , on aurâ 



Mais 27 t/- = 400000005 donc on aura à peu près 


. 4*>r 1 

gT 1 “289 



ou à très-petf près 



La gravité est donc diminuée environ de de sa valeur 
par la force centrifuge à l’équateur. Et comme 289 est le 
carré de 17 et que la force centrifuge est proportionnelle 
au carré de la vitesse; si le mouvement de rotation était 
environ 17 fois plus rapide , la pesanteur serait nulle à 
l’équateur. 

Sur un parallèle quelconque, la force centrifuge n’est 
pas directement opposée à l’attraction de la terre, mais 
elle change très-peula direction de cette attraction ou de la 
gravité, et la diminution de son intensité est sensiblement 
égale à la projection de la force centrifuge sur la normale 

à la sphère , ou — S À , r étant le rayon du parallèle , 

et X sa latitude. Or, en supposant la terre sphérique, on 
aura 

r' — rcos/, 
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et la diminution de la pesanteur sur ce parallèle sera 
YT ÇOsU. 

Elle varie de l’équateur au pôle poportionnellement au 
carré du eosibus de la latitude. Mais la terre n’étânt pas 
tout à fait sphérique, il en résulte une autre diminution , 
proportionnelle au carré du cosinus de la latitude, et qui 
s’ajoute à la première ; de sorte que le poids d’un corps 
transporté du pôle à l’équateur diminue de ^ au lieu 
d e 7 ïv Nous ne faisons qu’indiquer cesrésultats pour les- 
quels nous renvoyons au cours de Géodésie. 

Exemple du mouvement d'un point libre. 

215. Nous allons appliquer les équations générales du 
mouvement d’un point libre au cas des projectiles pesants 
lancés dans le vide ou dans un milieu résistant» 

Considérons d’abord un point matériel pesant qui parte 
d’un point A (Jig . 55) avec la vitesse a dans une direc- 
tion AB. Prenons pour axe des^j la verticale menée par 
le point A et en sens contraire de la pesanteur, et pour 
axe des x une perpendiculaire à cette droite dans le plan 
vertical qui contient la direction AB. Le mobile ne sor- 
tira pas de ce plan , et sa position sera déterminée par les 
deux coordonnées x , y. Les équations générales de ce 
mouvement sont 


d'x 

dt 


= o. 


d'y 
dt 3 


= —gi 


on en déduit 


dx 

dt 


± 

dt. 


— — gt d-ei 


Or, pour t = o les composantes de la vitesse sont 


a cos a , a sm a , 
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et étant l’angle BAX. Donc 


et l’on a 


c = a cosa, c, =«sina, 


dx dy 

— = a cosa, — = — et -+- a sma. 

dt dt r 


Intégrant encore , il vient 


g? 


x = atc osa, y— — 2 h «fsina. 

2 

Nous n’ajoutons pas de constantes parce que, pour t — o, 
on doit avoir x — O et y — o. . . * 

Or, on aura l’équatiou de la trajectoire en éliminant t 
entre ces deux équations; on trouve ainsi 


y = x tane a — — — x*. 

. J b 2a 1 cosa ’ 


équation qui représente une parabole dont l’axe est pa- 
rallèle à l’axe des j- et par conséquent vertical, et dont 
la tangente à l’origine est la direction de la vitesse ini- 
tiale. Les coordonnées /t, k de son sommet ont pour va- 
leurs 


' *< 


a 1 sinx cosa 
g 


o é — 


a 3 sin'a 
2g 


La directrice a pour équation 


a 1 

* ~2g' . - 

elle est à une distance de A égale à la hauteur à laquelle 
le corps s’élèverait s’il était lancé verticalement avec la 
même vitesse a. 

Si l’on faitj - = o dans l’équation de la trajectoire, on * 
trouve 

2 a* sina cosa 
x = • 

g 
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C’est l'expression (le la distance AC; on la nomme Y Am- 
plitude du jet} elle est la plus grande possible quand 
« = 45°. ■ ^ 

216. Si le corps était lancé avec la même vitesse a 
dans des directions différentes , on aurait différentes para- 
boles qui auraient toutes la même directrice. Le lieu de 
leurs sommets s’obtiendrait en éliminant a entre les équa- 
tions qui déterminent h et A; on trouve ainsi 


-H h 7 — ~A = o, 


équatipn d’une ellipse dont le petit axe est égal à — , dirigé 

2 8 

suivant l’axe des y , et a Tune de ses extrémités à l’ori- 

G? 

gine 5 l’autre est égal à — •, il est double du premier. 

8 • , 

217. On aura là courbe enveloppe de toutes les para- 
boles correspondantes aux différentes valeurs de a, en éli- 
minant cet angle entre l’équation générale de ces lignes et 

sa dérivée par rapport ha, qui donne tang x = On 

trouvera ainsi, pour l’équation de la courbe enveloppe, 


' • - * 2g aa 3 ’ 

ou, en désignant par h la hauteur due à la vitesse a , 

= 4 h (A — /)• 

La courbe cherchée est donc une parabole ayant pour 
axe l’axe des y, et son sommet du côté des y positifs à une 
distance h de l’origine. Elle coupe l’axe des x en deux 
points distants de l’origine d’une quantité égale à i h. 

218. Si l’on veut déterminer l’inclinaison « de manière 
à ce que le mobile, partant avec une vitesse a, passe par 
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un point dont les coordonnées soient a r, y', 
résoudre , par rapport à a , l’équation 


y = x ' 


/_£î2_. 

là 1 cos 1 a 


On en tirera 


tang 


a- du — 2 a' gy' — g'x' 7 

s ' - * 


H faudra 



Il y a donc deux inclinaisons qui satisfont à T équation ,-si 
l’on a 

' _ v a' > ' -H gV 1 ; 

une seule si 


et aucune si 
Or, l’équation 


a • = 2 ti'gy’ -f- g'x”, 
n‘ < 2a' gy' -f- g' je'». 
a' = în’gr' -t- gV 1 


t 


exprime que le point donné est situé sur la parabole enve- 
loppe déterminée précédemment-, et par conséquent le 
problème est impossible si le point donné est en dehors 
de cette courbe , comme il était facile de le prévoir; il 
aura deux solutions si le point est dans l’intérieur, et une 
seule, s’il est sur l’enveloppe. Dans ce dernier cas, il est 
clair que le mobile doit être lancé de manière à décrire la 
parabole qui . touche l’enveloppe en ce point, et c’èstce 
que l’on reconnaît facilement d’après la valeur de tang a. 

qui se réduit à . ; 

219. Mouvement dans l’air. — La trajectoire du mo- 
bile dans un milieu résistant sera toujours comprise dans 
le plan vertical mené parla direction de la vitesse initiale. 
Les forces qui solliciteront le mobile à chaque instant 
seront la pesanteur, et la résistance du milieu , que nous 

supposerons encore représentée par > et qui sera diri- 


gée suivant la tangente, en sens contraire du mouvement. 
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I.a composante horizontale de celte force sera donc tou- 
jours dirigée dans le sens des a: négatifs; sa composante 
verticale sera dans le sens de la pesanteur, ou des y néga- - 
tifs, quand le mobile montera; et dans le sens contraire 
quand il descendra. 

Nous avons vu que l’accélération du mouvement de la 
projection d’un point sur une droite quelconque , était due 
à la force estimée parallèlement à cette droite. Ordinaire- 
ment on considère les projections de ce point sur des 
droites rectangulaires; mais on peut les prendre obliques 
s’il y a quelque avantage, parce que le mouvement du 
point est complètement déterminé, quand on connait celui 
de ses projections orthogonales sur trois droites formant 
un angle solide quelconque, ou simplement sur deux 
droites si la trajectoire est plane. 

Dans la question actuelle nous supposerons, avec 
M. Coriolis, qu’à un instant quelconque la force soit 
estimée successivement suivant une parallèle à l’axe des x 
et suivant la normale à la trajectoire. Ces deux forces ne 
seront pas les composantes de la première; mais elles don- 
neront l’accélération dans le sens de la normale et de l’axe 
des x, et il en résultera deux équations du mouvement. 
Elles pourront remplacer celles que J’on obtiendrait en 
projetant la résultante sur les deux axes," auquel cas on 
aurait bien les deux composantes de cette force; mais elles 
seront beaucoup plus simples, parce que la résistance et la 
•pesanteur n’entreront pas à la fois dans la même équation, 
vu que les deux directions que nous avons choisies sont 
perpendiculaires respectivement aux directions de ces 
deux forces. 

Si l’on désigne par e la vitesse, et par a l’angle que fait 
sa direction avec l’axe des x , et que l’on observe que 
d'.v d.v cos a 
i it 1 ~ dt ' 


i ** année. 


20 
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les forces estimées parallèlement à l’axe des x donneront 
l’équation 

•(*> • 


rf.rcosa g . 

, — — -2- r* COS a. 

rit k l 


Les forces projetées sur la normale, dirigée du point 
que l’on considère vers le centre de courbure, se rédui- 
sent à g cosa 5 et la composante, dans cette direction, a 

pour expression générale — » p étant le rayon de courbure. - 
D’ailleurs dot étant négatif, on a 
<U 

? ~ — da' 

on aura donc cette seconde équation . ' 

’ i • / . ' 

d<x 


( a ) 

OU 

( 3 ) 

ou encore 


g COS* = — •'* 


ds 


tin 

g COS a — M — — 

h , dt 


g cosa = 


dsdtx 

7F" 


Lés équations ( t) et (3) sont celles dont M. Cauchy fai- 
sait usage dans son cours. Mais il obtenait la seconde par 
une élimination entre les équations provenant des forces 
estimées parallèlement aux deux axes. La manière dont 
nous y sommes parvenus, et qui est due à M. Coriolis, est 
plus directe et plus simple; elle est fondée sur cette con- 
sidération , souvent utile, que l’on peut estimer les forces 
suivant des directions variables, et que l’on doit choisir 
celles qui conduisent aux calculs les plus simples. 

L’équation ( i) peut se mettre sous la forme 


tl . l' eos a 


v cos a 


/-» /- ’ 
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et donne en intégrant 

< 1 . r COS a = — €5 -(_ C. 

. * * Ai 


309' 


Soient a et 6 les valeurs initiales données de ^ et a, on 

-• ' I 

l. acosfl = C, 


aura 


et par suite 


1. 


v CO S a 


ucosfl 


OU 


•g* 


<?* 


. ‘h dx 
v cos oc — a cos 8 . e = — ■ 

dt 


La valeur de v tirée de cette équation , et reportée dans 
l’équation ( 2 ), donne 


( 4 ) 


da 


CQS 3 a tf 3 COS 2 


2gs 

* e k ' ds. 


Cette équation ne renfermant que a et s , est celle de la 
trajectoire. Si pour l’intégrer on pose 


elle devient 

(S)- 

d’où l’on tire 


tanga ss p. 


2gS 


dp y/i + p 7 = e k ' ds, 

«’ cos’fl 


(6) p^i 1. {p 4- \Ji +p')-- 


ses. 

k 1 TT 

■ c +y. 


a’ cos’ fl 


y étant une constante arbitraire que l’on déterminera en 
faisant s = o , p — tangfl ; ce qui donne 


'/z^tangfl^i 4-tang’fl-f,l.(tangô-f- y/i -t-tang’flln — : 

a’cos’A 

20. 
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mais, pour pins de simplicité, nous conserverons y dans 
les formules. - ' ' 

Cette équation fait connaître s quand p est donné; 
mais elle est peu commode pour la construction de la 
courbe, et nous allons introduire x et y au lieu de s. Or, 
on a 

ds • * ' . • 

dx = ■ 


\/ 1 + p' 

et l’équation (5) donne , par suite. 


, - « 

a 3 cos- 0 t» , 

rix — — * e dp ; 

g 


si l’oii élimine l’exponentielle au moyen de l’équa- 
tion (6), il vient 


dp 


g p \J 1 -+- p 1 -+- 1. (p + > +P 7 )—1 

et comme riy = pdx, on aura 


(8) 


dy — 


X 3 


pdp 


1 -+- 1 • (/» -h V i +p 7 ) — i 


Si l’on intègre par approximation les seconds membres 
de ces deux équations, on aura x et y pour chaque valeur 
de p; ce qui donnera autant de points que l’on voudra de 
la trajectoire^ 

Pour savoir à quel instant le mobile passera par un 
quelconque de ces points, il faut oonnaître t en fonc- 
tion de p. . 

Or, la seconde équation (3) donne 


dt 


w- 


ris (in 
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ou, en remettant la valeur de ds -tirée de l'équation ( 4 ), et 
observant que dt et da. sont de signes contraires , 


gs 

, a co s0 ""n rfa 

dt — c * 


a cos 6 


g 


dp. 


Donc enfin r en éliminant l’exponentielle au moyen de 
l'équation ( 6 ) . ” .» . 

- dp , - .■ 




— -+-p J ) 


Le sommet de la courbe s’obtiendra en faisant p = op- 
inais la courbe ne sera plus symétrique par rapport à la 
verticale menée par ce point. On aura l’amplitude du jet - 
en faisant y = o ; elle sera moindre que dans le cas pré- 
cédent, et son maximum relativement à 0 correspondra à 
un angle plus petit que 45 degrés. 

220. La branche descendante de la trajectoire est indé- 
finie et a une asymptote verticale , comme nous allons lç 
démontrer. 

On peut d’abord conclure de l’équation (9) que p aug- 
mente indéfiniment. Car le dénominateur du second mem- 
bre est composé de termes positifs, puisque p est uégatif; 
il ne devient donc nul pour aucune valeur de p, et l’inté- 
grale 11e pourrait croître indéfiniment si p était limité; 
d’où il résulterait que le temps aurait une limite, ce qui 




(9 ) ' 

• [— W 1 +p ’ — K [p -t- V* +j> T ) -+- 7]’ 1 

Ainsi le problème est ramené à intégrer par approxima- 
tion des fonctions données d’une seule variable. 

La Vitesse du mobile peut s’exprimer exactement en 
fonction de p. Si l’on ajoute les valeurs de dx 1 et dy*, ■ 
puis qu’on les divise par celle de dt on aura 

_ *•*(«-+ -y 1 ) ... . 
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est absurde. Ainsi, la tangente à la trajectoire tend indé- 
finiment à devenir verticale. 

Si maintenant on pose p — — q pour expliciter le signe, 
et qu’on suppose que q soit déjà devenu très-grand, on 
pourra remplacer \ r i -f- q* par q , et négliger y et 1 . p par 
rapport h q, ce qui donnera ' 






h' dt t 
Z ? ' 



intégrant à partir d’un point ayant pour coordonnées 
.r, , y, , il vient 



q, désignant la valeur de q au point dont les coordonnées 
sont x t ,y\. 

La seconde de ces équations montre que la v aleur néga- 
tive de y augmente sans limite, et que par conséquent 
le point descend indéfiniment. La première apprend que x 

a pour limite a:, -( et que par conséquent la courbe a 

pour asymptote la verticale correspondante à cette va- 
leur de x. 

Mais comme on a négligé certains termes, cette limite 
n’est pas précisément l’abscisse de l’asymptote, et, pour 
l’avoir, il faudrait intégrer la valeur de dx jusqu’à p±=cr> . 

Quant à la valeur finale de la vitesse, l’équation (io), 
dans laquelle rien n’a été négligé , donne A* pour limite 
du second membre , à mesure que p augmente. La vitesse 
du mobile tend donc indéfiniment vers celle qui rendrait 
la résistance égale à son poids, et le mouvement s’ap- 
proche de plus en plus de l’uniformité. 

221 . Examinons maintenant le cas où l’angle de pro- 
jection 0 est très-petit. Le point ne s’élève alors qu’à une 
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très-petite hauteur au-dessus du l'axe des or, et la tangente 
étant trcs-peu inclinée sur cet axe , on pourra négliger p', 
et l’on aura ainsi 

Hs = dx et .»■ = x. 

L’équation (5) se réduit à 

rl P _ g „k> 


d’où l’on lire 


dx a’ cos’ 0 


X’ JT ,, 

p = ; — c* H- C, 

2« ! cos’0 


et comme on doit avoir eu même temps X = o, p = tangO, 
il en résulte 


C — tangO h — — , 

2 a 1 pos 1 0 


et par suite 


(J-,).. • :• 

cir cos 1 6 ' ' 

Intégrant et observant qu’on doit avoir à la fois x — o, 
jr.—'o, il vient ■ 

r = x (tangO + ^ 

L’équation • * 


dx 

— =■ a co s 0 . e 
dt 


k' 


donne , en remplaçant s par x, 

c k dx X 1 

dt = >■ - , d ou e = 




ocosO ga cos 0 

Si l’on conuait des points par lesquels passe le mobile , par 
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exemple celui où il rencontre le sol , il en résultera, entre 
les constantes, des équations qui pourront servir à les dé- 
terminer. ' 

Mouvement d’un point matériel pesant sur une courbe 
. . donnée. 

222. Soient x = F(a), y =f(z) les équations de la 
•courbe fixe sur laquelle doit se mouvoir un point matériel 
soumis à l’action de la pesanteur seulement. Désignons- 
par N la force normale que produit à chaque instant la 
résistance de la courbe, rapportée à l’unité de masse , 
par 1, (i, v les angles que fait sa direction avec les axes } 
et supposons l’axe des z vertical et en sens contraire de 
la pesanteur. Les équations du mouvement du point se- 
ront - • "• ’ " 


d'x ' .. . 

— = Ncos>, 


<£y_ 

dt‘ 


=. N cos 


V-i 


dH . • 

de 1 ~ ë ' 


■ N COSv 


Si l’on multiplie la première par 2 dx, la seconde par a dy y 
la troisième par a r/z, et qu’on les ajoute, il vient 

d. v ' 1 = — igdz, d’où v 7 — -j.gz C. 

Soit K la vitesse du point, correspondante à z — h\ on 
aura 

— le ’ 1 = ig (A — z). 

C’est l’équation des forces vives, que nous avons déjà 
démontrée’, et que nous aurions pu poser immédiate- 
ment. 

Si l’on remplace par sa valeur 

dx 5 -H djr 2 4- dz- 

, . < dr . ’ 


dz- 

dr 
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il vient, en résolvant par rapport à t , et supposant que le 
point descende, et que par conséquent ^ soit négatif, 


dt=a — 


Jz4i+[r{zy + [f'(z)ï 

V^' 1 -+- 2 g h — igz 


De cette équation on tirera t en fonction de z\ si l’on peut 
la résoudre par rapport à z , on aura pour chaque valeur 
de t la valeur de z, et par suite de x et y : le problème 
sera donc complètement résolu. Mais lors même que l’on 
ne pourrait intégrer l’expression précédente, on connaî- . 
trait la vitesse en chaque point, par suite la force centri- 
fuge, et enfin la pression exercée sur la courbe, qui est 
la résultante de la force centrifuge et de la composante 
normale de la pesanteur. 

.223. Effectuons ces calculs dans le cas où la courbe 
donnée est un cercle vertical. Prenons l’axe des ¥ dans ce 
plan et tangent au point le plus bas du cercle, il en résul- 
tera pour les équations de cette courbe 


z- — iaz = o. 


«étant son rayon. On en tirera 

ris 2 riz 1 dz 2 a 2 


de 2 


de 2 


2 az ■ 


dz 2 
dr’ 


et l’équation 
devient 


v 1 — /- 2 = 2 g(h — a) 

a' dz 2 , , 

^-—^.-=k 2 + 2gh-2gZ > 


d’où l'on tire 

dt = 




^ 2 nz — z 1 y ! l > 2 -H 2 gh — 2gz 
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on prendra le signe — quand le point descendra, et le 
signe -f- quand il montera. 

Le carré de la vitesse ayant pour expression 

P 4- 2^A — zgi _ 

sera maximum pour z — o, c’est-à-dire au point le plus 
bas , et cette valeur sera 

■ /•’ -+- 2 gh. 

La vitesse deviendra nulle quand on aura 

, t‘ 

fr 7 -h 2gh — 2£z = 0, ou z = A-f- — 5 

pourvu que l’on ail n . 

X 1 

A -H — <^2o ; 

H 

car z ne peut surpasser le diamètre du cercle. Dans cette 
hypothèse , le point parvenu à celte hauteur redescendra; 
sa vitesse deviendra nulle de l’autre côté pour la même 
valeur de z , et ce mouvement d’oscillation se continuera 

indéfiniment. Si , au contraire, on a 

/ \ ; 

* A’ . 

... Ah — ■> 2 «, \ 

2 s 

* • * . . 

la vitesse sera minimum au point le plus élevé du cercle, 
mais elle n’y sera pas nulle., et le mouvement aura lieu 
constamment dans le même sens. 

Enfin , si l’on a 

, 

M =2 a, 

H 

la vitesse serait nulle au point le plus élevé, et le mobile 
y resterait en équilibre, s’il pouvait y parvenir; mais 
nous allons voir que cette position est une limite vers 
laquelle il tend sans pouvoir l’atteindre jamais. Ce cas est 
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leseul où l’intégration puisse s’efl’ectuer sous forme finie; 
on. a alors < 


dt - r± 


\[ïg ( ia—z )\! * 


On pourrait intégrer cette expression en la rendant ration- 
nelle par les méthodes ordinaires; mais on peut y parve- 
nir plus simplement en observant que est la dilfé- 

2 V'* 

r,entielle de \jz , et que la fraction — - — peut être dé- 

■ .>■ ■ * ‘ 

composée de la manière suivante : 

la z • 2^20 -F- v^ z \[tm — fi)' 

On aura ainsi , pour le mouvement descendant, 

/ dz dz \ 

*=-!,/! ( 7 j 2 L_ + J 2 Ü, 

2 V S '\Jia-\-\fz \ 2 .a — y*/ 


d’où l’on tire 


ItA |; V 2a + V^ z 

2 Vi " Jzâ — 


La constante se déterminera par la condition que l’on ait 
en même temps t — o , z = h , et il en résultera 

i la , \fï(i -+- \lz i la , \Jo.a -+- <J7i 


2 V S ^7xi y^z 2 V g \fïâ — \pi 

Lorsque le mobile arrive au point le plus bas , on a 


t i /fl ! \j 7 a -+- \fîi 

~ 2 V g ' ypüt — <Jh 


A partir de ect instant, -j étant positif, ou doit chan- 
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ger désigné la première partie de la valeur de t, ce qui 
donne 

t— -l/-l ^ +Y* I *t Al v' ag + V^ 

2 \ S 2 V S ^ 2 a — VÂ 

A mesure que « augmente, z augmente nécessairement, 
mais il est toujours plus petit que 2/15 et l’on trouverait 
t = 00 si l’on faisait z — ia. Le mobile n’arrive donc 
jamais au point le plus élevé du cercle, mais il s’eu ap- 
proche indéfiniment. 

224 . Considérons maintenant le cas où le mobile 
oscille de part et d’autre du point le plus bas du cercle. 
Nous pouvons supposer nulle la vitesse initiale; car cela 
revient à prendre pour point de départ un point plus 
élevé du cercle. On aura alors, pendant que le mobile - 
descend , 

dz 

\jhz — z 1 

et comme — - est plus petit que l’uuité, on peut dé velopper 
le dernier facteur de la manière suivante : 

(.-£)■=,+ l(±)+L 3 (±)'+... 

\ 2 a) i\2.a) 2.4 \2fl/ 

1.3.5... ( 2 n — I ) / z \ " 

-+- - , ' — -f- etc. 

2.4.0. . . 2 a \o.aJ 

Or, on a, d’après une formule donnée dans le calcul 
intégral, 



et par conséquent on pourra intégrer, entre des limites 


dtz 


vW 


dz 1 la 

laz — z’y^/i — 'z 2 V 8 
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quelconques , autant de termes que l’on voudra de la série 
qui exprime la valeur de rit. 

Bornons-nous à calculer le temps que met le mobile à 
arriver au point le plus bas, et qui est le même que celui 
qu’il mettrait à remonter à la hauteur h où se termine 
l’oscillation , puisque ces intervalles sont exprimés par la 
même intégrale prise entre les mêmes limites o et h. 

La formule de réduction que nous venons de rappeler 
devient 

J ' 1 ' z"dz (2/1 — 1 )/i r 1 ' z n ~'dz 

„ \Jliz-z 1 2 " J, \Jhz — z * ' 


ou, si l’on désigne généralement I — ==^7 par A„ 

J. yhz — z 1 


1 _ (an — I )/< ; 

A n — — A,_|. 


Cette formule conduit à la suivante*, en observant que 

A 0 == ^ . • 

1.3. 5... ,.(2/1-1 ) ^ 

2 4.6-. 


A,: 


lu 


Cela posé, pour la demi -oscillation descendante, les 
limites des intégrales sont dans 1 ordre inversé de celui 
que nous venons de prendre; il faudra donc changer le 
signe du second membre, si l’on veut faire usage de la 
formule que nous venons de trouver pour les intégrales 
qui composent la valeur de t. Si donc on désigne par T 
la durée de l’oscillation entière, on aura d’abord 


•- ( — ) A, -f- . . 
2 \2 a! 


,.3 / ± \- 

. 2.4 au \2 a } 


Kt 
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OU 




i -+- 


A’ A 

a 


â + fcf) (è) + --- 


Cette série sera très-convergente si — est très-petit, et 

l’on calculera facilement l’erreur commise en s’arrêtant à 
un terme quelconque. Si l’angle au centre 2 a, qui mesure 
l’amplitude des oscillations , ne se compose que d’un petit 
nombre de degrés , on peut le plus ordinairement se bor- 
ner au premier terme , et l’on a 




cette durée est indépendante de la hauteur h. Si l’on 
prend les deux premiers, la durée dépendra de A, et l’on 


aura 


T = Vï(""Ê)' 


A . 


Le rapport - étant le sinus-verse de l’angle a, on.a 


' A 


= 1 — cosa = asin'^a. 


Ainsi, cette dernière valeur de T n’est en erreur que 
d’une quantité du quatrième ordre par rapport à l’angle a 5 
la précédente était en erreur d’une quantité du second 
ordre. 

225. Le moyen que l’on emploie pour réaliser ce mou- 
vement consiste à suspendre un poids à un fil très-délié 
et d’une longueur invariable, dont une extrémité est fixe. 
Si ce fil inextensible était dépourvu de toute masse et que 
le mobile fût réduit à un seul point, on aurait ce que l’on 
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appelle un pendule simple. Mais il esl beaucoup plus 
avantageux d’employer un appareil solide au lieu d’un fil, 
et le mouvement de ce pendule composé ne peut plus 
être calculé par la théorie précédente. Dans ce dernier 
cas, on appelle longueur du pendule , celle du pendule 
simple qui aurait ses Oscillations de même durée. 

Au moyen d’une formule que nous démontrerons plus 
tard , on peut déterminer cette longueur d’après la forme 
du corps oscillant , et la durée de l’oscillation sera donnée 
par la formule *. • 



dans laquelle a représente la longueur connue de ce pen- 
dule. Si l’on désigne par n le nombre des oscillations qui 
auront lieu dans un temps 6 , on aura 



équation qui fera connaître la valeur de la pesanteur. 
C’est ainsi que, d’après les expériences- faites à l’Observa- 
toire de Paris, on a trouvé 

g = 9,80896. 

En faisant des expériences semblables en différents lieux 
de la terre , on déterminera la loi suivant laquelle varie la 
pesanteur. 

226. On peut encore déterminer le mouvement du pen- 
dule au moyen de la formule qui donne l’expression de la 
force tangentielle. Soient OB (Jig. 56) le rayon vertical du 
cercle sur lequel se meut le point pesant, A la position 
d’où il part avec la vitesse k , et M sa position après le 
temps t. Faisons 

OB = /, BOA = a , BOM = 9, AM = s. 
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La composante tangentielle de la force accélératrice est 

exprimée généralement par ^ en grandeur et eu signe, 

le signe -+- se rapportant au cas où elle est dirigée du côté 
où s croît, et le signe — au sens contraire. Si l’on consi- 
dère 9 comme négatif quand le rayon OM passe de l’autre 
côté de la verticale , on aura généralement 


s ~ !(a 9), 


d*s d 7 0 

fit* tîP 


La composante tangentielle de la pesanteur étant d’ail- 
leurs g sin0, on trouvera , en l’égalant à l’expression pré- 
cédente, . 

d'Q > . 


— = — ^sm I, 
dt l 


d’où, en multipliant par id9 et intégrant,’ 


r/0\ ’ g „ 

dt) -7 cosS+c ’ 


La constante C se déterminera par la condition que l’on 
ait en même temps 9 = a = k , ce qui donne 


-et par suite, 


X J g 

— =-cos«-+-C, 


/rf9V X» ig, . 

— I = — -f*-r (cosfl — cosa). 
\dt) V l ' 


On tirera de là que d9 est de signe contraire à dt tant que 
le mouyement reste dans le même sens 


dt — 


— Ida 


v'F 


■ 2 gl (cos 8 — cosa) 

On rentrerait dans le calcul .précédent en exprimant 6 


i 
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au moyen de Fordonnëe du cercle comptée à partir du 
point B. ' • ' 

Si l’on suppose que les angles a et G soient assez petits 
pour qu’on puisse négliger leurs quatrièmes puissances, 
et que, de plus, la vitesse initiale soit nulle, la formule 
précédente se simplifie beaucoup et devient 


d’où 


„ (l 

ft .• 

t— 1 / -• arccos-- 

• V g - « 


Il n’y a pas de constante à ajourer, parce que l’on doit 
avoir à la fois - 1 == o , 0 = a. 

La vitesse devient nulle lorsque 0 == — «. Il en résulte 

, y. t»' / , ... -, 

■ > : ' 

, . • Y g- . 

Telle est- la durée de F oscillation. --Le mouvement recom- 
mence .ensuite en sens contraire 'd^nnc. manière identique, 
le point revient en A avec une vitesse nulle, après le 

même intervalle de temps 7r ; il se trouve alors dans 

les mêmes circonstances qu’au commencement, et cette, 
double oscillation se reproduit indéfiniment', si l’on fait 
abstraction de toutes les résistances extérieures. 

227. Dans tout ce qui précède, nous avons pu faire 
abstraction de la résistance de l'air. Cette action modifie 
très-peu les résultats et n’exige que de très-petites cor- ; 
rections dans les formules. Nous n’entrerons ici dans 
aucun détail sur ce sujet, et nous nous contenterons de 
montrer comment une résistance rjudeonque. modifierait 
les équations générales du mouvement d’un point sur 
une courbe. . - 
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Soit F(V) une fonction donnée quelconque de la vitesse 
du mobile, qui exprime la résistance produite pat- un 
milieu ou un frottement. Les équations du mouvement 
du point matériel pesant seront 

d*x w 

— - = N co s), — F((’) , 

( A» ' ' ds . 

■ . < g=Ncos^-Fw|, . t . • 

\ ' ■ ^ = Ncosv-Pw|- f} - 

d’oü l’on tire ' 

' d.v‘ = — 2 gtlz — 2 F(r)tfo. , ' - , 

Or, au moyen des équations de la courbe on peut expri- 
mer ds au moyen de z et dz ; e s’exprimera de même en 
fonction de z, dz et dt: de sorte que l’on aura une équa- 
tion différentielle entre z et t seulement. Si on petit l'in- 
tégrer, on connaîtra z , x,y en (onction de f , et le mou- 
vement sera complètement déterminé. 

L’équation précédente donne, en l’intégrant^ 

i»’ — k 1 = 2 g {h — z)_ — 1 J- F^e) ds ; 

d’où l’on voit que l’intégrale 2 I F (V) ds exprime la 
. . «//* 

perte éprouvée dans le carré de la vitesse par la résistance 
représentée par F(f). 

228. Mouvement sur la cycloïde. — Si l’on prend 
pour axe des x la tangente au sommet , et pour axe des 
z la perpendiculaire à la base, l’équation différentielle de 
la cycloïde est 
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a étant lè rayon du cercle générateur. Supposons que le 
plan de cette courbe soit vertical et que l’axe des z soit 
dans la direction contraire à celle de la pesanteur. On aura 
l’équation, trouvée précédemment dans le cas d’nnc courbe 
quelconque 

e J — k % — o.g (h t'-.e) 
ou 

du 1 , 

-p = i> + 7sgh — 1gt. . • ' 

Oh peut supposer K nul en élevant convenablement le 
point de départ sur la cycloïde, pourvu que l’on n’ait pas 
h' -f- 2gh > 4 g a i c’est le cas que nous supposerons. On a 
donc l’équation aussi générale. 


ds\ .. 

— = O S! ( h ■ 

dn 


*)• 


Or, d’après l’équation de la cycloïde, on a 


d? 

dn 


2 a dz* • 
z dn ’ 


dt 




ch 


\J.kz 


on prendra le signe — quand le mobile descendra, et le 
signe + quand il montera. 

On trouve en intégrant, dans le cas du mouvement 
descendant, 

2 z — h 


\/ï 


arc cos - _ 
g h 

La constante est nulle parce qu’on doit avoir à la fois . 
t — o , z — h\ si l’on fait : = o, on trouve 


— \Æ 


•ai. 
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Ainsi , de quelque point que le. mobile parte, il arrivera 
au point le plus bas de la cycloïdc dans le même temps; 
c'est ce qui a fait donner à cette courbe le nom de tauto- 
chronc. Si l’on intègre la valeur de rit à" partir du point 
le plus bas , élans un sens ou dans l’autre, on aura des 
.éléments égaux ; ce qui montre qu’à des intervalles de 
temps égaux , â partir de cet instant, la position du mobile 
correspond à des valeurs égales de z. Il remontera donc 
à la hauteur h, où sa vitesse sera- nu lie, dans le même temps 
qu’il a mis à descendre; et la durée de l’oscillation sera 

4jn . . 


. "Vî 'Vf' 


Or, 4 a est le rayon de courbure de. la cycloïde au point 
lopins bas. La durée de l’oscillation sür la.çyclotde, quelle 
que soit son amplitude, est donc la- meme qu’clje serait 
'sur le cercle osculàteur au point, le plus bas, mais pour 
dés amplitudes infiniment petites. - ... - 

229. Si maintenant on considéré une courbe quel- 
■ conque dont le plan osculàteur au. point le plus baisait 
vertical , -on pourra la considérer dans Une étendue infini- 
ment petite de part et d’autre de ce point, comme se con- 
fondant avec le cercle oscillateur, et la durée de l’oscilla- 


tion sur cette: courbe sera 71 \f'-' « étant le rayon du 

• . ' » « . •' ’ 

cercle, et l’amplitude étant supposée infiniment petite. 

Si le plan osculàteur faisait avec la verticale un angle 
la pesanteur pourrait se -décomposer en deux forces : l’une 
normale du plan et'détrùite par sa résistance; l’autre dans 
- le plan et parallèle à la projection d'ùnc veftïcale sur ce 
plan. Ccïte dernière sera égale à g cosst , et par conséquent 

la durée de l’oscillation sera Tt\/ — - — Elle est donc la 

, V I çcosa 

même que sur une courbe dont le plan serait vertical et 
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dont le rayon de courbure serait — — , ou aurait pour pro- 
- - ■ *. ■■ ■ cosa . 1 * 

jection sur le plan de la courbe donnée, celui de cette 

Courbé même. Elle sera donc enfin la même que .sur la 

courbe située dans un plan vertical passant par la tan- 

. gente au point le plus bas de la- courbe donnée, et qui 

serait la projection de cette courbe sur ce plan vertical. 

230. Cherchons maintenant si la cyçloïde est la seule 
courbe tautochronc, quand on faii abstraction de toute 
résistance. 

Prenons pour origine le point où le mobile doit parve- 
nir dans un temps constant, quel que soit lo point de la 
courbe d’où il parte sans vitesse. Nous considérerons 
l’équation de la courbe entre $ et z seulement; car l’équa- 
tion • 

1 v 

(J g 3 

v' = lg(h — z), OU. - _—ig(h — z), 

ne renfermant que s, z et /, il s’ensuit que, pourvu qu’on 
ait la même relation entre j et z ,”on en" tirera toujours la 
même valeur de t en fonction de z. De sorte que T si l’on' 
conçoit le cylindre qui projette une courbe sur un plan 
horizontal, un point matériel pesant mettra le même 
temps à parvenir d’un point à un- autre dé cette courbe, 
soit qu’on développe ce cylindre, soit qu’on l’enroule snr 
tout autre cylindre ayant ses arêtes verticales. 

Il ne s’agit donc ici que de déterminer s en fonction , 
de z, et nous ne considérerons qiïe les Courbes qui peu- 
vent donner pour s , un développement procédant suivant 
les puissances de z. Comme on doit avoir à la fois z — o, 
et s = o-, il ne saurait y avoir d’exposant négatif, ni de 
terme indépendant de z. Soit donc 

t ,=s As* -+- Bz ç -t- Cs' -t- . . . , 

a, S, y,... étant des nombres positifs quelconques-, et 
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N ' , 

A, B, C des quantités entièrement indéterminées. 
Soit h le z du point de départ, on aura 


ds- 


nh ■ 


-jp, = (A- — z), d'où T = — 


ds 


'J?* J* stb—z 

T désignant le temps employé pour parvenir à l’origine , 
et qui doit être indépendant de h. 

Substituant ;» ds sa valeur tirée de la série, il vient 

‘ r h z«-'dz ■ r\ s-/* 

T ^ = A * ! 5 d + “| Æ^ + "" 


'J h - 

Soit z = hz', d’où dz = hdz\ les limites de z seront o et i , 
i et l’on aura - 

"Æ M 


>*• . X ./•„ v/T-T' ’ 


tü 


' r h z 6 -ftz /g .x /" z't-'dz’ 

I \/h—z ‘ j \Ji—z'' 

*• %y • c o 

et ainsi, des autres. Il en résultera, en posant 

. I VF? . ’ ^ 

Tv/2g = AA r aA“ï-t-RB'5A ê -i-t-.... ' 

Or, pour que ce résultat soit indépendant de /» et ne soit 
pas zéro, il faut que tous les termes disparaissent excepté 
un , dans lequel l’exposant de h sera zéro. Donc la série 
qui donne s se réduit à un seul terme, et l’exposant de z y 
est égal à j ; on a donc 

■ s = Az 7 , ou s 7 -= A’ï. 

Or, cette relation entre s et z ne convient qu’à une 
cycloïde, dont le sommet est pris pour origine , et la per- 
pendiculaire à la tangente en ce point, pour axe des z. 
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Donc il n’y a d’autre lautochrone dans le vide quo la 
cycloïde dans la position où nous l’avions considérée, -du 
moius parmi toutes les courbes pour lesquelles s est déve- 
loppable suivant les puissances de z. 

231 . Cette propriété de V isochronisme des oscillations 
d’un point qui se mouyrait sur une cycloïde avait, fait 

. penser à mesurer le temps au moyen d’un pendule simple 
dont l’extrémité décrirait, des arcs de cycloïde. 11 suffirait, 
pour obtenir un pareil' mouvement, de suspendre un 
poids au moyen d’un fil flexible et inextensible, à un 
point qui serait l’origine de deux branches de cycloïde 
dont le cercle générateur aurait pour diamètre la moitié 
delà longueur du fil. On voit, d’après la propriété de la 
développée de la cycloïde, que lorsque le fil s’enroulerait 
sur ces courbes , ou sc débuterait , son extrémité décrirait 
une cycloïde dont le sommet serait le point le plus bas ^ 
les oscillations seraient donc isochrones. Mais un pareil 
pendule serait loin d’ofl’rir dans la pratique les mêmes 
avantages que le pendule circulaire, et l’on n’en fait 
aucun usage. 

Mouvement d'un point sur une surface fixe. 

232. Soient F(.r, y, z) = o l’équation de la surface 
fixe, N l’intensité de la force normale qu’elle produit, 
X, p, v les angles que sa direction fait avec les axes, et 
X, Y, Z les composantes totales des forces accélératrices 
extérieures; on aura le système d’équations, 

•^7 = X N cosï , 4- Ncosp^ = Z + Ncosv, 

, -d¥ v <tF rfÇ 

COSA = V— !» COSu=V — î COSv=rrV-~-î 
dx dy dz 

■ ï= Vfrtw "■ ■■ 


328 cotres dk **c*i»JQtnî. 

Le double signe de V correspond aux deux sens de la nor- ' 
male , et le calcul fera connaître en chaque point le signe 
qui conviendra. \ ‘ . - • . 

Si l’on substitué dans les premières équations les va- 
leurs de cosl, cosft, cos v, on aura - 


(*) 


d'x ' ~rfF 

— _X^V— , 

, (le 1 dz. 


(lly , d F 

-r~ = Y -4- NV — > 
dt ■ dy 


Eliminant N entre ces trois équations, on aura deux 
équations qui , jointes à F (x, j-, z)= o , détermineront 
x, y, z en fonction de f; et toutes les circonstances du 
mouvement en résulteront. .• ■ . • 

Ces calculs, en général imj^ticablcs , se simplifient 
quand on a 

X<£» -f- Y dy- 7Az = dy{x, y, z) , 

et par suite 

C désignant une constante arbitraire, déterminée par 
l’état initial. , ' 

En efl’et, les équations (1) donnent immédiatement les 
deux suivantes : 


( 2 ) 


d ?% = Y,/x - Xd * + NV (f **- Tx dy ) ’ 


) (lx p. _ dzp=zdx-xdz+m( d 4d*-^dz) • 

| dt - dt\ ' \dz dx j 

Or, en différen liant, par rapjJort à une variable quel- 
conque, l’identité 

dy dt 

• . d> dx 

d7 
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d’x 


3 k 


d'où 

d’y 
C dt 

cl de même 


' ' 

dy dt * 

“ /rfrV 

<U) 


dy 


dt’ 


\ d’y d’x (dx\’dy J dx \\,'ÙL. * . 

' /x 5* — " \*J . ; 

c 

J 4‘z , d’x , (dx\’ , dz - ' . - 

dr- dz — =p’ x "-jT 

En substituant ces valeurs dans les équations ( 2 ),, et rem- 
plaçant v* par 2 /f (x, y, 7 ) -(- C, puis éliminant entre, 
elles NV, on aura une équation différentielle entre x,.y, Z 
où le temps n’entrera pas, et qui, conjointement avec 
F (x, y, z) = o, déterminera la trajectoire. Connais- 
sant^ et z en fonction de x , et en fonction de x,y-, z 7 

on parviendra facilement à une équation de la forme 
dt — >|( (x)<£c, d’où l’on déduira x en fonction de t, et pai 
suite toutes les circonstances du mouvement.. 

Mouvement d'tin point pesant sur une sphère. 

233. Soit l’équation de la sphère 

( 1 ) x’ + y’ + z T — a’. . 

les équations du mouvement seront 




d’x 

■ dr ' 


_Nx 

a 


d’y 
dt’ : 


N r 


d’z 

dt’~~ S ' 


Nz 


l’axe des z étant supposé dans le sens de la ‘pesanteur. 
La vitesse sera donnée par l’équation 


(3) 


■"= (f = 
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la constante c étant déterminée par la hauteur et la viv 
tesse initiales du mobile. . . » •• 

L’équation des aires n’a plus lieu pour tous les plans; 
mais, comme la résultante des forces qui agissent sur le 
point coupe toujours l’axe des z , elle aura lieu pour ce 
plan, comme nous l’avons dit précédemment. On aura 
donc, en désignant pa'r c Une constante arbitraire, 

(4) xdy —ydx — c'dt; 

l’équation (3) peut se mettre sous la forme * 


(5) 


dx 1 -H dy’ 1 dz? 
~~ dt ; - 


~‘c + 2 gz. 


l.es équations (i), (4)j (5) suffisent pour déterminer 
x, y, z en fonction de t . 

Différentiant d’ahord l’équation de la sphère, nous 
aurons - 


(6)’ .tdx ydy — — zdz-, 

ajoutant les .carrés des équations (4) et (6), il vient 

(x*. -4- y ’) ( dx 1 -4- dy ’) = zV/z 1 -4- c'yit % 

et en tirant et dx' -\-dy' dés équations (i) el"(.5), 

on obtiendra entre z et t l’équation 


(a 1 — z 3 ) [(c-t- 2 gz)dt r — t/z 3 ]=: zV/z 3 c'V/f 3 ; 

d’où l’on déduit . ‘ 

±ndz 


il) 


dt = 


y (a 1 — z 1 ) (c 2gi) — c'* 

Le signe — "correspond au cas où. le mobile monte, et le 
signe -f- à celui où il descend. , -, 

De là on tirerait, en intégrant, 

t — F (z) ou z = F, (*)'. 
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11 reste à déterminer la projection horizontale du mo- 
bile, soit par les coordonnées x ety, soit par des coor- 
données polaires; lions nous arrêterons à ce dernier 
moyen. > „ 

L’équation xdy — ydx = c'dt devient, en désignant . 
par r le rayon vecteur de la projection , et par tji l’angle 
qu’il fait avec l’angle des x, • 

(8) r 7 dif — c'dt et r 1 = a 7 — z 7 ; 
donc, en se bornant au signe supérieur, 

c'dt ac'dz 

(9) ‘'♦«STS? 


a 7 — z ‘ ( a 7 — z 7 ) \J ( a 7 — z 7 ) (c -+- 2 gz) — c' 7 

-Si l’on substitue à dt sa valeqr en z et dz , ou si l’on sup- 
pose z exprimé au moyen de t par l’intégration précé- 
dente, unejiouvelle quadrature fera connaître <p en foui - . 

lion de z ou de t ; et comme on a • 

* ‘ ‘ *.* .A 

r 7 — a 7 — 'Z 2 — F,(t), 

toutes les coordonnées du mobile seront connues en fonc- 
tion de t. Mais ces diverses intégrations ne peuvent être 
calculées qüc par approximation. ' . . 

Si r on veut connaître l’angle que forme, avec la verti- 
cale, le rayon mené dq centre de la sphère ail point mo- 
lli Te , on aura , en le désignant par 0, 


il sera donc connu quand z le sera. 

234, Déterminons maintenant la constante c. Pour 
cela, décomposons la Vitesse initiale du point ch deux 
autres, dont l’une soit perpendiculaire au plan vertical 
passant par ce point et le centre de la sphère, et l’autre 
soit comprise dans ce plan. La première sera la compo- 
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santé de la vitesse de la projection horizon lalo- du point \ 
suivant la perpendiculaire au rayon vecteur / delà eourbe ' 
décrite par cette projection ; car cette perpendiculaire est 
normale au plan vertical dans lequel sc trouve là seconde 
composante totale de la vitesse absolue du point, et par 
conséquent cette composante donne une projection nulle 
sur la perpendiculaire au- rayon vecteur de la projection 
horizontale, j 

Soient, dans la position initiale du' point, d la valeur 
de z , k la vitesse, qui est nécessairement tangente à la 
sphère, et a l’angle que fait sa direction avec ia. perpen- 
diculaire au plan vertical' qui passe par le point et le 
centre de la sphère; on aura, d’après ce qui vient d’être 
dit,. . . • . . " • • • 

rlS( 

r — - A cos a , 

r/l - . - . 


et, substituant à — sa valeur tirée de l’équation ($), . 


* . . 

- = A cos a ; 
r 


comme on a, au point de départ, r = \jtr — dr , la 
valeur de c sera , , 


(lQ) 


c' — /■ \Ja' — (P cos a. 


Si la vitesse initiale est nulle , on a c — o , et l’on retrouve 
leg équations du mouvement du pendule simple dans un 
plan vertical, .r • ’ . „ . ; . 

235. Il reste à calculer à chaque instant la grandeur et 
le sens de la force N què produit la surface. Pour obtenir 
sa valeur de la manière la plus, simple, nous multiplie- 
rons les équations (3), la première par .r, la seconde 
par y, la troisième par .z^ et nous les ajouterons; il en 




,<r. 


resul Uira 
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• (n)" v- • ■^-^p-*-5±R« + p: ’ ' ■ 

Or, on a . . »•. • ■> * • V _ v 

xdx -+-ydf -H : 2//z = o", . ‘ 

i *.l t- ■• r- ■•' ■• - -• . 

et , en ai (Fér entrant, ’ • : • _ ’ - • 

. J ' ■ *■*• .* ’’ 

■rd’’X -+-yely -t- zrf’z == — c/x’ — rfy* — rfz* == — rft’j 
Téquation (i lÿdevient dSnc ■ -, - * 


d’où 


• * — c 2 =:+: N« -h gz , . ■ 

•r • *. . • * -• ^ - ,-.v 




±>N =3 — ■ 


cl coplme j\ est Csàcùtfellcraerit positif, on verra ,‘ d'après . 
les valeurs de v et à chaque instant, lequel des. deux 
signes du premier membre on doit prendre pour que cçtte 
équation ne soit pas; absurde ; on saura' ainsi quels signes 
il faut prendre’» eet instant dans les équations (3), et par 
conséquent quel 'est le sens de la force produite par la 
surface. 

Si z est positif-, le second membre de l’équation ( 12 ) 
est négatif, et l’on doitrprendre le signe inférieiir dans le. 
premier membre f d’où il résulte que la surface produit 
sur lé point Une force dirigée de Iâ surïace vers ‘le centre, 
toutes les. 'lois qu’il est situé au-dessous du plan horizontal 
mené par le centre de la sphère. 

Si z est négatif, • c’est-à-dire si le point est au-dessüs 
• de ce même. plan horizontal, lés deux termes du second 
membre de l’equaiiort (rt}‘sont de signes contraires, et 
le résultat peut être négatif, nul ou positif. On- prendra 
encore le signe inférieur- de N si l’on a 

* • - 1 ^ ' "t ' ^ • * < . • 

. -■ • \ - ••••*. 
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la force N serit'nuHe quand on aura • ' . 

.— £3 ==»<’, 

et l’on devra prendre le signe supérieur lorsque l’on aura 

— s z > ; ■ - • ; ■- 

dans ce dernier cas, la surface produit sur le point une 
■ force dirigée vers l’extérieur de la sphère, et par consé- 
quent le point fait cllort pour s’approcher du centre. 

On peut se rendre compte directement de ces diverses 
conditions relatives au sens de la force il suflit, pour 
cela , de se rappeler que la résistance de la surface sur 

• laquelle un point est en mouvement détruit la compo- 
sante suivant la normale à cette surface, tant des forces 
appliquées au point que de la force centrifuge. 

Gela posé, soit R le rayon du cercle suivant lequel le 
plan oscillateur en un point quelconque de la trajectoire 
coupe la sphère, et qui n’est autre chose que le cercle 

oscillateur de cette courbe: la force centrifuge sera R» 

■ • R 

• et il faudra la multiplier par - pour avoir sa composante 
suivant le rayon de la sphère, qui. passe au même-point. 
On a ainsi — i et cette force est 'dirigée suivant la partie 


extérieure de la normale à la sphère. Quant à la compo- 
sante normale de la pesanteur, elle est dirigée suivant la 
partie extérieure de la normale lorsque le point est dans 
l’hémisphère inférieur, et vers le centre, lorsque le point 
est dans l’hémisphère supérieur. Donc,' en la considérant 
comme positive quand elle est dirigée.. à l'extérieur, et 
comme négative dans la direction contraire, elle sera 

exprimée par — : de sorte que — sera la pression 
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détruit*' par la: surface, et le signe- de cette expression 
indiquera le sens de cette force comme nous venons de 
l’expliquer» Il suit de là que la surface remplace une 
force égale et opposée, et par conséquent représentée par 

— , le signe étant entendu de la même manière. 

Ainsi, dans l’hémisphère inférieur, cette expression étant 
évidemment négative, la force produite par la surface est 
dirigée vers. le centre. Dans l’autre hémisphère, elle sera 
encore dirigée vers le centre si l’on a ... 

elle aura la direction contraire lorsque -+- gz sera < o. 
On retombe ainsi sur les résultats déjà obtenus. 

236. Mouvement d’un pendule qui s'écarte très-peu de 
la verticale. — Le mouvement du point sur la sphère peut 
être réalisé en supposant ce point lié au centre par une- 
ligne inflexible et sans masse. Ainsi, le problème que 
nous venons de traiter est celui du pendule simple, con- 
sidéré de la manière la plus générale. Les calculs peuvent 
s’exécuter complètement lorsque le pendule fait tou jours 
un très-petit angle avec la verticale menée par le point 
de suspension. 

Soient 8 l’angle variable que forme la direction du pen- 
dule avec celle de la pesanteur, a sa valeur initiale cor- 
respondante à z = d, et supposons que la vitesse initiale’ 
k ait une direction horizontale, auquel cas la valeur c 
devient ' - 

• ' .c' .= k a 1 ~ (P. 


En négligeant les quantités très-petites du troisième ordre 
et des ordres supérieurs, devant celles du second, 'nous 
aurons . ' - 


«O 1 ’ 

— z — ci cos 0 = 17 > 

2 

c = lp — 2 ga -+- ga* 3 . 


- < I 

c'- = X^a’sin’a = k 3 a 3 'j. 3 . 


a cos a = a , 

2 - 


/ 
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La formule (7) deviendra 

OM 


dt 




k > 




et posant — = 6% . 
r £« 


... fit Odi . - • 

® V * * . f)' (S*-: «ÿ ■ 

d’où l’on voit déjà que G restera constamment compris 
entée « et 6. Il en résulte que si l’on a ë = «, on aura 
constamment G = « ; le pendule décrira donc Un cône de 
révolution autour de la verticale, et le point matériel 
décrira un cercle horizontal. Quant à l’angle la for- 
mule générale ■ r' 


* /a 


r'dty=ddt devient dÿ = ^~dt, 


et comme G = a = ê, elle se réduit à 

, ' ’ ' . _ 


. K 


d’où l’on tire; en faisant commencer l’angle ÿ en même 

* __ 

temps que é , 1J1 •?= t y/~ Ainsi , dans ce cas , le mouve- 
ment du pendule est uniforipe, Cl il décrit la surface 

conique entière dans un temps égal à arc 

Revenons à l’équation (i 3 )qui est évidemment inté- 
grable ; melfons-la sous la forme . . ; 

■ - • . fa m 

- ‘ '" y g J L, q»+e»y 

^ V “A 2 ) + ‘ -4 


et posons 


■ 20*— .«< — S 1 .=;(«’ — e-)«. 


<1 


.1 
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d’où 

• >. 


- ' . . , /a - r/ri 

' r ~ — *Vÿ'ÿ 73 tf’ 

* • 1 • • 

't+ Cl =±7 y/^-arcç 


• arc cos u. 


La constante se déterminera en exprimant que £ — o 
donne 0 = « , et par suite x = 1 ; il en résultera 


• c, — o, et f — t / -»'arc cos», 

' ' • * ’ * ' rr 

O- A 


«=rC0S.2f-l ./-» 

V « 

d où I on conclura pour 0’ la valeur suivante' 

•*Vî ’• 


flî Æ 9 ■+• ë 9 a 9 :— ë 9 

® — 1 : cos 

2 -2 


ou 


( 1 4) fl 9 = « 9 cos’.r -+-ê 2 sin 9 .r y/?- 

On reconnaît immédiatement que 0 9 est périodique, et 


que la durée de la période est tt y/-- Pour ( = o,ona 

- ' ■ - ' . 8* = a 9 ; 

P 001, t — y/* , c’est-à-dire au milieu de la période, 

•9 9 = ë 9 ; 

lorsque t n y ^ » on retrouve 


on a 


et 


e 9 


i rw . année. 
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L)e sorte qu'un observateur qui se mouvrait a vçé le plan - 
vertical qui contient le pendule, verrait osciller ce der- 
nier entre les deux directions faisant avec la verticale, et 
d’un même côté, les angles «, B., Le temps qu’il mettrait 
• ■ ; . ja... 

pour arriver de l’une à l’autre serait ^y-: mais, au 

milieu de cet intervalle, il ne serait pas à égale. distance 
de ces deux droites, et l’on aurait à cet- instant 


= 


ce qui donne pour ô une va|eur plus grande que la * 

6 ‘ * * . 

moyenne 

Il reste à connaître ÿ en fonction de t. Or, on a 

' ' , , aët 

r'd-S/ = ddt, ou d-S/ = -î— ^ =x — ■ - 

Remettant pour 6 S sa valeur en t , il vient ! 

• dt 


C?5) dfrraS 


a' COS' 


•VV/f yÆ 


Pour intégrer cette expression nous poserons , d’après la 
méthode ordinaire, tang.tyA — o, et nous obtiendrons 

a&dv 




SV 


d’où.l’on déduit . 


, " ’6r> 

arc tang - • 


Il n’y a pas de constante à ajouter, parce que l’on doit 
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avoir •’bii même temps 

• . - -, ' ’ ’ , , 

. , . ' ' — o , ■ = o. , r 

■ • _,* .*• * * / • , 

Celle équation peut se meitit sous la forint ■ ■ 


<Sv 


= ‘angf. 


ou 

D6) 


uog^ 




On voit que l’angle ÿ ne croit pas unilbrmémcni^ il prend - 
successivement leÉ-vaJéurs «, aw, 3 tt, . , //7r , pour les var 
leurs’ succcsaivesdçt qui rendent le second membre nul ;■ ces 

valeurs sont trt/-i,.,, ht. t /-.• Aux milieux de ces di- 

V s \ 

vers intervalles de .temps, le second membre devient infini ; 
le premier le devient donc aussi, et les va leurs de ip. sont 
•j-îr, rr-f-^Tr,... ; de. sorte que le plan vertical qui contient le 
pendule se trouve perpendiculaire à sa position initiale: 
Ainsi, les quatre quarts.de la révolution de ce plan sont 

parcourus dans des intervalles de temps égaux à - t/-; 

; • , , ' 2 V 8 . 

et, pendant chacun d’eux, le pendule accomplit dans son _ 
plan vertical une oscillation qui l’amène de Tune à l’autre 
des deux directions extrêmes qui font avec la verticale les 
angles a. et 6. 

On peut encore remarquer que le plan vertical du peu- i 
dulemet toujours le même temps à parcourir deux angles 
droits, à partir "d’une quelconque deses positions. 

^37. Si l’on veut connaître le mouvement de la pro- 
jection du point sur le plan horizontal , il faut obtenir eu . 
fonction-de / , soit /"et ({/, soit .r Cl y. 

D’abord j 'équattoiy( ifi) fa i t connaître <j»-, et pour avoir. /", 

: • • " 
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il suffira de recourir à la formule - 

- r-dÿ zx c'dt handt , > 

.et de substituer à — sa valeur tirée de l’équation (i .’));• ou • 
trouvera ainsi • 

(, I - 7 ). r J = a 2 ^a J cOS ! .ty/|‘+ê J sin 2 .fy^y 

Les équations (16) et (ïj) résolvent la question. Qu 
obtiendra l’équation de la projection de la trajectoire sur 
le plan horizontal , en éliminant t entre ces équations, ce 
qui conduit à - . . . 

* a ! a 2 6 2 

r î — . . 

a 2 sin 2 tji H-^cos 2 ^ 

Il est facile d’y reconnaître l’équation d’une ellipse. On 
l’aura en coordonnées rectangles en posant 


x— rcos^, y — 


elle devient ainsi 


• G‘x> = d-arP. 


Ses demi-axes sont a a , bc ; ils sout renfermés dans deux.' 
plans verticaux rectangulaires, dont l’un passe par le point * 
de départ. '■ : 

Enfin, si l’on veut avoir; r et y en fonction de t, il suf- 
fira de substituer dans les formules 

T ' * ’ V 

* S » • V • 

x = r cosi|/, y— rsinij/, 

la valeur de r donnée par l’équation (17) et les valeurs de 
cos<J<, sin tp qu’on tirera de l’équation (16). 

On trouve ainsi . /' 

.- =: a V cos’it f/~ 1 ’ y* = Æ% r sin’,t \J~‘ ~ ' 

On peut faire ici une remarque qui -se rapporte à utrprin- 
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eipe général dont nous parlerons plus tard. Elle tient à ce 
que la valeur de x ne dépend pas de S, ni celle de y de a.. 

Il suit de là qne le mouvement projeté sur l’axe des x ■ • 
,-est le même que si o était nul, et que le pendule écarté 
de la verticale d’un angle « fût abandonné sans vitessè 
initiale à l’action de la pesanteur. De même, le rnouve- -.»• 
ment projeté sur l’axe- des y est le même que si le pen- 
dule partait de la verticale avec la vitesse initiale donnée, 
qui se trouvera dirigée suivant l’axe des y. Ainsi ces deux 
causes de mouvemènt, savoir, l'écartement de la -verticale 
et la vitesse initiale,- produisent séparément leur effet ; et - 
l’on a toujours la position exacte du mobile à un instant 
quelconque, en composant les déplacements correspon- 
dants à ce même instant , dans les deux mouvements qui 
seraient produits respectivement par chacune des doux 
causes agissant isolément, ' . « - 

* • * ' ’ • i . * * . 

Principe de la moindre action. 

238. Lorsqu’un point libre, ou assujetti à se mouvoir 
sur une surface fixe, est soumis à l’action de forces telles 
que l’on ait • , 

Xdr-f- Y djr 4- Zr/i 2 = df (ar, y, s)?' ' . - 

et par suite . 

•>’ = 2 f (x, y, z) -f- C, 

la courbe qu’il décrit jouit de la propriété remarquable, 
qu’en prenant pour v ceite valeur en X, y, 2 , l’inté- 
grale J’ rds , prise entre deux points quelconques A et- 15’ 
de cette courbe, est moindre qu’elle 11 e le serait pour toute .* 
autre courbe terminée aux deux points À, B, et assu- 
jettie à rester sur la surface fixe, quand le point s’y trouve 
lui-même assujetti. 11 s’agit donc de démontrer que 
?( ar, r, 2 ) 4- C . tls-e st un minimum (|uaml x, -y, 2 
satisfont aux équations de la tra jectoire ; et pour ‘cela il .T 
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faut prouver que la variation if vrh est nulle, v représen- 
tant \! 2 ç(.r, s) -4-C. Remarquons d'ailleurs que, si l'on 

fixait la courbr quelconque que l'on considère entre A 
et B, et qu’on assujcttîtle point matériela y rester, en le 
soumettant à l’action des mêmes forces extérieures , sa 
vitesse serait toujours donnée parla même formulé - . 

P\r= 2 ? (x, /, z) H- C. • • 

Or, le calcul des variations donne 

T Sfvds =f$(vds) =xf(Svds-+-v8ds) r - 

toutes ces intégrales étant prises entre les deux points 
A et B. Or, 

$v .ds — vSodt = ^3(v*)(tt, ' - 
et l’équation • 1 " ’ ’* • 

v ‘ — 2 ? (x, y, £) H-C ; 

donne ■ * - • ’ - 

. \3{y J ) = XSx •+• YSf -H- Z Sz •' • 

et il faut remarquer que dans X, Y, Z les valeurs île 
X, y, z se rapportent aux points de la trajectoire, et que 
x -|- djr, y- dy, z oz sont celles des points correspon- 
dants de la côurbe infiniment voisine.- 

Si le point est assujetti à rester sur une surface fixe, on • 
a à chaque instant 

d'x * dW 1 * * d*z 

— =X-)-NcosX, =Y-t-Ncosu, -— = Z-h Ncosv; 
lit’ . . rit 1 ■ dt- 

el.s’il est libre, il suffira de supposer N == o dans ces 
équations, qui peuvent ainsi représenter les deux cas. On 
en, déduit , *> 


d‘x , 


rl\r < 


XSjc +Y 3jr -i-USz—s— - ÿx-f- -~—Sv¥ 

fit 7 fit 1 


fi’ Z A 
rit 7 


— N (fac co s‘> -h *jjv ci >s,p h fa v). 
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Or, la dernière partie du second membre est mille si le 
point est libre, parce qu’alors ]S = o. Elle est nulle 
encore si le point étant assujetti à rester sur une surface 
fixe, la courbe ipfmjment voisine est aussi assujettie à s’y 
trouver, parce que la droite qui joint deux points corres- 
pondants étant perpendiculaire à ta normale dont les- 
angles avec les axes sont i , p., >, on a 

Sx ços X -+- Sy cosja -+- Sz cos» = o. , 

On aura donc, dans ces deux cas, 

X Jjr -t- Y i/ -+• ZSz xz Sx +-r~ Sy 4- - _ S z , 

nt • " ,2 - ' 


de- 


ux. par suite 


„ . . /<?** „ d*y . (t‘z. y 

Sv . ds =xdt ( ■ — Sx • — Sy H — Sz I • 

\<* J dt 2 J dt' ) 

Maintcnaot.de l’équation t _ 

ds 1 = dx‘ -+■ dy 2 -f- dz 1 .. . 

on déduit 

dsSds — dxSdx -f- dySdy -f- dzSdz ; 

d’où, en divisant par <lt. , et intervertissant les caractéris- 
tiques à et el, 

pSds = dix -y- dSy -+■ — - dSz. 

• . . dt dt dt 

Réunissant les deux parties de la variation de fvrfs, on 
obtient ' 


d*t , 


Sffds == f d ( 
/</x 

“V* 


fdx 

dt 


Sx 


'jx 

dt 


Sx ■ 


<tK 

dt 


Sy ^7t Sz ) 


et cette dernière expression doit ' être prise aux deux 
limites de l’intégrale. Or,' elle y est nulle, puisque les deux 
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points extrêmes étant fixes , âx, ây, dz y sont nuis , et il 
suffirait même que le déplacement de ces deux points s ef- 
fectuât suivant une direction perpendiculaire h la trajec- 
toire , pour que l’on eût , en chacun d’eux , 

- dx * dy . dz . l . 

r > ' -t ~ Sx H — y S y -H -j as . — o. 

dt dt dt 

],a variation à Jvds étant nulle, l’intégrale j vds sera, en 
général, minimum ou maximum; mais On voit que la 
question ne comporte pas de maximum. 

239. Quand le mobile est assujetti à rester sur une 
surface fixe et n’est sollicité par aucune force extérieure , 
sa vitesse est constante, et f y As == us ; donc lare par- 
couru est un minimum entre deux quelconques de ses 
points, et par conséquent le temps employé à le parcourir 
est aussi minimum. 

240. Application au mouvement d’un point. — La tra- 
jectoire décrite par un point libre, ou assujetti à rester sur 
une surface, satisfaisant à la condition de minimum pour 
l’intégrale Jvds , lorsque l’on a 

.« ' ~X.dx -f- Ydf -t- Zdz — d.f [x, y, z), 

on peut, en exprimant cette condition, parvenir aux 
équations de cette ligne. Considérons d’abord le cas d’un 
point libre. . .. 

En mettant pour v sa valeur tirée de l'équation * 

- = a ï(*> T> z )-t" c > 

il faudra écrire les conditions de minimum de l’intégrale 

r » ■ 

f \fdx 2 ■+■ dz 1 z) -f- C- 

* - - ■ , ■ ’ . V 

Les règles du calcul des variations conduisent aux équa- 
tions suivantes :■ . ■ , . 
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Ou sait que ces trois équations sé-réduisent à deux, et 
ce sont celles de la trajectoire, en remplaçant v par sa 
valeur en z. Si l’on eflectue les dillcrentiations , en 
prenants pour variable indépendante, on obtient 

d'x dx ( dx „ dr _ dz\ 

X “ P d? + 

'—z+ii'î+ii+'fy 

Si l’on multiplie la première par la seconde par ~i 

et qu’on les retranche ; qu’ ensuite on multiplie la pre- 

. , dz , ... dx , , 

rniere par — et la troisième par — , et qu on les retran- 
che , on aura les deux équations suivarftes , qu’on pourra 
encore considérer comme celles de la trajectoire : 


as ds 


d* 

dxy dx 

ds ) ds 


dx v dz _. i (dx \ 7 
Z ds X ds~'’ ) 


Si l’on veut prendre x pour variable indépendante, et 
qu’on multiplie les deux membres de ces équations par 
ds 


-i on aura 


v v (ljr — /^Y ^ 

Y ~ X dï = V {*) dP] 

7 v dz /dx\’ d'z 

7 ~ X di~. 


i année. 
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Ces équations rentrent dans celles que nous avions déjà 
obtemtes en partant des équations du mouvement d’un 
point sur une surface; il suffira, pour les en déduire, 
de supposer nulle la force provenant de la surface. On les 
intégrera après avoir remplacé e* par 27 (x, y, 
et X, Y, Z par leurs valeurs données en fonction de 
,r, j, z. 

Le principe de la moindre action donnerait de même 
les équations de la trajectoire quand le point est assujetti 
à se mouvoir sur une surface fixe. 

241 . Si l’on considère un point libre sollicité vers un 
centre fixe par une force dépendante seulement de la dis- 
tance, la courbe est plane et l’on peut se borner à deux 
coordonnées x, y ; de plus , X < ix -f- Y dy est «ne différen- 
tielle exacte, de sorte que le principe de la moindre 
action a lieu, et on peut l’appliquera la détermination 
de la trajectoire. Mais, dans ce cas, il sera plus simple 
d’employer un système de coordonnées polaires r, 6 en 
prenant pour pôle le centre d’action. 

Soit <f la force dirigée vers le centre, on aura, en 
supposant la constante renfermée dans l’intégrale indé- 
finie , 

i’ 1 = — >jydr, ds — \jdr 7 -f- rV/8 1 , 
et l’intégrale qu’il faudra rendre minimum sera 

J \Jdr' r 2 dV.\ . — O.jydr. 

Le calcul des variations conduit à l’équation 

r dO V — 2 l otir 

d. — o, 

y dr 7 r 7 d 0 ' 

OU 

/ V /9 y — 2 J~ fdr 
\jdr 1 4- r'dd 1 
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v désignant une constante arbitraire. 
Ou tire de là 



OU 

c 7 

J<fdr = r-~ 

J.a foree <f étant donnée en fonction de r, J fdr sera 11116' . 
fonction connue de /', et l'on aura ainsi l’équation polaire 
de la trajectoire, que nous retrouverons plus tard par 
une autre méthode. 
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